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多输出集分裂公共不动点问题的强收敛方法
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  摘要:本文针对半压缩算子族的多输出集分裂公共不动点问题,提出了新型多步交替惯性迭代算法,并且在

适当条件下建立了该算法生成序列的强收敛定理.该算法融合了多步惯性加速技术与自适应步长策略,使其能够灵

活应对不同计算的场景,提升迭代的稳定性与收敛效率.
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设C 和Q 分别为实Hilbert空间H和H1 中的非空闭凸子集.分裂可行性问题(SFP)[1-2]可以描述为以

下形式:求x∈C使得Ax∈Q,其中A:H→H1是一个有界线性算子.这一问题在诸如医学成像、信号处理、
基因调控、图像恢复和稀疏正则化等领域[3]有着广泛的应用,因此受到了国内外学者的持续关注.
SFP的一个自然推广为分裂公共不动点问题(SCFP):

求x∈Fix(S)使得Ax∈Fix(T), (1)
其中Fix(S)和Fix(T)分别是非线性算子S:H1→H1和T:H2→H2的不动点集.近年来,许多学者对SCFP
进行了深入研究,并提出了多种有效的求解方法.例如,文献[4-7]中提出了多种迭代方法,并在理论上证明

了它们的收敛性.2009年,Censor等[8]为求解拟固定非扩张算子类的SCFP提出了并行方法,其形式为

xn+1=S[xn +γAt(T-Id)Axn]. (2)

其中γ∈ (0,
2
L
),L 是矩阵AtA 的最大特征值.该方法通过并行计算的方式,进一步提高了求解效率.2017

年,Wang[9]提出了一种不需要任何算子范数先验信息的方法,并证明了其强收敛性:

xn+1=αnu+(1-αn)[xn -γn(xn -Sxn +A*(Id-T)Axn)]. (3)
其中步长序列γn 选择为

γn =
‖xn -Sxn‖

2+‖(Id-T)Axn‖2

‖xn -Sxn +A*(Id-T)Axn‖
2 . (4)

这一方法的提出,解决了传统方法中需要预先知道算子范数的问题,使其在实际应用中更具可行性.随后,

Cui等[10]应用上述方法求解多输出集分裂公共不动点问题(SCFP-MOS).给定正整数N⩾1,SCFP-MOS求

解下列问题:
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x∈Fix(S)∩ (∩
N

j=1
A-1

j
(Fix(Tj))), (5)

其中S:H→H,Tj:Hj →Hj 是非线性算子,Aj ∈B(H,Hj),j∈ {1,…,N}.显然,当N =1时,问题(5)退化

为问题(1),即分裂公共不动点问题.他们提出了几种新方法,并在相关非线性映射是半压缩时,建立了其收

敛定理.
在优化领域中,惯性方法作为一种常用的加速技巧,被广泛应用于提升迭代过程的收敛效率.近期,Mu

等[11]创新性地提出了交替惯性方法,具体格式如下:

wn =
xn, n=偶数,

xn +θn(xn -xn-1), n=奇数,{ (6)

其中,{θn}代表一个非负序列.其作用在于,当n为奇数时,通过引入θn(xn-xn-1)这一惯性项,使得迭代点

wn 不仅依赖于当前点xn,还与前一个点xn-1相关,从而利用了迭代过程中的历史信息,有效加速了收敛.随
后,Liang[12]对惯性方法进行了进一步拓展,提出了多步惯性方法.该方法的迭代公式为:

wn =xn +∑
i∈U

θn,i(xn-i-xn-i-1), (7)

其中U∶={0,1,2,…,s-1},这里的s∈N+,表示一个正整数,它决定了参与计算惯性项的历史迭代点的数

量.而{θn,i}i∈U ⊂ (-1,1)
s 意味着对于每一个n,系数θn,i 是一个取值在(-1,1)区间内的s维向量.相较于

交替惯性方法,多步惯性方法通过这些不同系数θn,i 对各历史点差异进行加权组合,显著提升了迭代过程

的收敛速度.
基于上述研究工作,本文继续研究半压缩映射的多输出集分裂公共不动点问题.受交替惯性和多步惯性

方法思想的启发,引入了一种多步交替惯性迭代方法,并建立了新方法的强收敛定理.

1 预备知识

设H和Hj 是实Hilbert空间,j=1,2,…,N.Id表示单位算子,Fix(T)表示算子T 的不动点集,符号

“→”表示强收敛,“⇀”表示弱收敛.
定义1 若对任意满足xn⇀x 和(Id-T)xn →0的序列{xn},均有x∈Fix(T),则称算子Id-T 在0

处是半闭的.
定义2 设T:H→H是一个算子,且Fix(T)≠ ⌀.如果存在常数μ ∈ [0,1)使得 ‖Tx -z‖2 ⩽

‖x-z‖2+μ‖x-Tx‖2,∀x∈H,z∈Fix(T);或等价地<x-Tx,x-z>⩾
1-μ
2 ‖x-Tx‖2,∀x∈

H,z∈Fix(T),则称T 是μ-半压缩的.
假设C ⊆H是一个非空闭凸子集.从H到C 的度量投影PC 定义为PCx=argmin

y∈C
‖x-y‖,x ∈H.

引理1 设x ∈H.则y=PCx 当且仅当y∈C,并且<x-y,z-y>⩽0,∀z∈C.
引理2[13] 设 {an}⊆[0,∞),{bn}⊆R都是有界序列,且满足an+1⩽(1-αn)an +αnbn +dn -􀆠ncn,

其中:(Ⅰ){αn}⊆ [0,1],∑
∞

n=0
αn =∞;(Ⅱ){dn}⊆R,∑

∞

n=0
|dn|< ∞;(Ⅲ){􀆠n}⊆ (0,∞),lim

n→∞

αn

􀆠n
=0;(Ⅳ)

对任意子列{nk},cnk →0⇒limk→∞
bnk ⩽0.则limn→∞

an =0.

2 收敛性分析

在本节中,构造求解多输出集分裂公共不动点问题的交替多步迭代方法,并引入自适应步长.随后,证明

该方法的强收敛性.该方法成立的条件如下:

1)S:H→H,Tj:Hj→Hj 分别是μ,μj-半压缩算子,μ∈[0,1),μj∈[0,1),Aj∈B(H,Hj),且Id-S,

Id-Tj 在零点处半闭,j∈ {1,…,N}.
2)SCFP-MOS的解集Ω∶={x ∈H:x ∈Fix(S),Ajx ∈Fix(Tj),1⩽j⩽N}≠􀱤.
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3){εn}和{αn}满足∑
∞

n=1
εn < ∞,lim

n→∞
αn =0,∑

∞

n=1
αn =∞,εn =o(αn).

4)u,x0 ∈H,α>0,γ∈ (0,􀭵γ),􀭵γ=1-max(μ,maxjμj).
5)若n⩾s,则U∶={0,1,2,…,s-1},若n<s,则U∶={0,1,2,…,n-1},其中n,s∈N+.
方法1 多步交替惯性方法

第0步 令 {αn}∈ (0,1),θ∈ [0,1),{θn,i}i∈U ⊂ (-1,1)
|U|(|U|表示U 中元素的个数).

第1步 任取初始点x0,x1 ∈H,并设n∶=1.计算

wn =
xn, n=偶数,

xn +∑
i∈U

θn,i(xn-i-xn-i-1), n=奇数,{
其中0⩽|θn,i|<θ̂n,{εn}是一个满足∑

∞

n=1
εn < ∞ 且εn =o(αn)的正数序列,

θ̂n =

min{θ,
εn

∑
i∈U
‖xn-i-xn-i-1‖

}, 如果∑
i∈U
‖xn-i-xn-i-1‖ ≠0,

θ, 如果∑
i∈U
‖xn-i-xn-i-1‖=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

  第2步 计算

yn =wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj)Ajwn,

xn+1=αnu+(1-αn)(wn -γτnyn).
  第3步 更新

τn =
‖wn -Swn‖

2+∑
N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2

‖wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj)Ajwn‖

2
.

  第4步 如果xn+1=wn,则停止,此时wn ∈Ω;否则,更新n∶=n+1并返回第1步.
引理3 由方法1生成的序列{xn}是有界的.
证明 设z∈Ω,则z∈Fix(S),且z∈A-1

j
(Fix(Tj)),j=1,…,N,得到

<yn,wn -z>=<wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj)Ajwn,wn -z>=<wn -Swn,wn -z>+

∑
N

j=1

<(Id-Tj)Ajwn,Ajwn -Ajz>⩾
1-μ
2 ‖wn -Swn‖2+∑

N

j=1

1-μj

2 ‖(Id-Tj)Ajwn‖2 ⩾

1
2
􀭵γ(‖wn -Swn‖2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj)Ajwn‖2). (8)

利用式(8),有

‖wn -γτnyn -z‖2=‖wn -z‖2-2γτn<yn,wn -z>+γ2τ2n‖yn‖2 ⩽ ‖wn -z‖2-

γ􀭵γ
(‖wn -Swn‖

2+∑
N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)2

‖wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwn‖
2

+γ2
(‖wn -Swn‖

2+∑
N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)2

‖wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwn‖
2

=

‖wn -z‖2-γ(􀭵γ-γ)
(‖wn -Swn‖

2+∑
N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)2

‖wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwn‖
2

.

由此可得:
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‖wn -γτnyn -z‖ ⩽ ‖wn -z‖. (9)
根据{wn}的定义,有

‖w2n+1-z‖=‖x2n+1+∑
i∈U

θ2n+1,i
(x2n+1-i-x2n-i

)-z‖ ⩽

‖x2n+1-z‖+∑
i∈U

|θ2n+1,i|·‖x2n+1-i-x2n-i‖. (10)

因此,可以得到

‖x2n+2-z‖=‖α2n+1u+(1-α2n+1
)(w2n+1-γτ2n+1y2n+1

)-z‖ ⩽α2n+1‖u-z‖+(1-
α2n+1

)‖w2n+1-γτ2n+1y2n+1-z‖ ⩽α2n+1‖u-z‖+(1-α2n+1
)‖w2n+1-z‖ ⩽

α2n+1
(‖u-z‖+∑

i∈U

|θ2n+1,i|
α2n+1

‖x2n+1-i-x2n-i‖)+(1-α2n+1
)‖x2n+1-z‖. (11)

同样地,根据式(9),得到

‖x2n+1-z‖⩽α2n‖u-z‖+(1-α2n)‖w2n -γτ2ny2n -z‖⩽α2n‖u-z‖+(1-α2n)‖w2n -z‖⩽

α2n(‖u-z‖+∑
i∈U

|θ2n,i|
α2n

‖x2n-i-x2n-i-1‖)+(1-α2n)‖x2n -z‖. (12)

将式(11)和(12)结合起来,可以得到

‖xn+1-z‖ ⩽αn(‖u-z‖+∑
i∈U

|θn,i|
αn

‖xn-i-xn-i-1‖)+(1-αn)‖xn -z‖. (13)

根据|θn,i|的限制和θ̂n 的定义,有∑
i∈U

|θn,i|·‖xn-i-xn-i-1‖ ⩽θ̂n∑
i∈U
‖xn-i-xn-i-1‖ ⩽εn.并且由

于∑
∞

n=1
εn < ∞,得到∑

∞

n=1
∑
i∈U

θ̂n‖xn-i -xn-i-1‖ < ∞,这意味着lim
n→∞

θ̂n∑
i∈U
‖xn-i -xn-i-1‖=0.因此可得

lim
n→∞

∑
i∈U

|θn,i|·‖xn-i-xn-i-1‖

αn
⩽lim

n→∞

εn

αn
=0.

故存在一个常数c,使得
∑
i∈U

|θn,i|·‖xn-i-xn-i-1‖

αn
⩽c.通过数学归纳法,可以得到

‖xn+1-z‖ ⩽max{‖u-z‖+c,‖x0-z‖.
由此,可以得出序列 {xn}是有界的,序列{wn}也是有界的.

定理1 由方法1生成的序列 {xn}强收敛到p=PΩ(u).
证明 根据{wn}的定义,有

‖w2n+1-p‖2=‖x2n+1-p+∑
i∈U

θ2n+1,i
(x2n+1-i-x2n-i

)‖2=‖x2n+1-p‖2+2<x2n+1-

p,∑
i∈U

θ2n+1,i
(x2n+1-i-x2n-i

)>+<∑
i∈U

θ2n+1,i
(x2n+1-i-x2n-i

),∑
i∈U

θ2n+1,i
(x2n+1-i-x2n-i

)>⩽

‖x2n+1-p‖2+2∑
i∈U

|θ2n+1,i|·‖x2n+1-i-x2n-i‖×(‖x2n+1-p‖+

∑
i∈U

|θ2n+1,i|·‖x2n+1-i-x2n-i‖)⩽ ‖x2n+1-p‖2+Mε2n+1
, (14)

其中M =supn2(‖x2n+1-p‖+∑
i∈U

|θ2n+1,i|·‖x2n+1-i-x2n-i‖).然后根据式(14),有

‖x2n+2-p‖2=‖α2n+1u+(1-α2n+1
)(w2n+1-γτ2n+1y2n+1

)-p‖2 ⩽ (1-α2n+1
)‖w2n+1-γτ2n+1y2n+1-

p‖2+2α2n+1
<u-p,x2n+2-p>⩽ (1-α2n+1

)‖w2n+1-p‖2+2α2n+1
<u-p,x2n+2-p>-

(1-α2n+1
)γ(􀭵γ-γ)

(‖w2n+1-Sw2n+1‖
2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajw2n+1‖
2)2

‖w2n+1-Sw2n+1+∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajw2n+1‖
2

⩽

(1-α2n+1
)‖x2n+1-p‖2+2α2n+1

<u-p,x2n+2-p>+Mε2n+1-(1-
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α2n+1
)γ(􀭵γ-γ)

(‖w2n+1-Sw2n+1‖
2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajw2n+1‖
2)2

‖w2n+1-Sw2n+1+∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajw2n+1‖
2

. (15)

类似可得:

‖x2n+1-p‖2 ⩽ (1-α2n)‖x2n -p‖2+2α2n<u-p,x2n+1-p>-

(1-α2n)γ(􀭵γ-γ)
(‖w2n -Sw2n‖

2+∑
N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajw2n‖
2)2

‖w2n -Sw2n +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajw2n‖
2

. (16)

综上可得关键不等式:

‖xn+1-p‖2 ⩽ (1-αn)‖xn -p‖2+2αn<u-p,xn+1-p>+dn -

(1-αn)γ(􀭵γ-γ)
(‖wn -Swn‖2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)2

‖wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwn‖
2

, (17)

其中,当n 为奇数,dn =Mεn;否则dn =0.定义

an =‖xn -p‖2,bn =2<u-p,xn+1-p>,􀆠n =(1-αn)γ(􀭵γ-γ),

cn =
(‖wn -Swn‖

2+∑
N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)2

‖wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwn‖
2

.

则式(17)可以改写为:

an+1 ⩽ (1-αn)an +αnbn +dn -􀆠ncn. (18)

容易证明∑
n
dn < ∞.根据{􀆠n}的定义,

lim
n→∞

αn

􀆠n
=lim

n→∞

αn

(1-αn)γ(􀭵γ-γ)
=0. (19)

假设存在 {cn}的子列{cnk
},使得limk→∞cnk =0.需要证明lim

k→∞
bnk =2<u-p,xnk+1-p>⩽0.

根据 {cn}的定义,有

lim
k→∞

(‖wnk -Swnk
‖2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwnk
‖2)2

‖wnk -Swnk +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwnk
‖2

=0. (20)

注意到

(‖wn -Swn‖
2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)2

‖wn -Swn +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwn‖
2

⩾

(‖wn -Swn‖
2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)2

2maxj{1,2
N-1‖Aj‖

2}(‖wn -Swn‖
2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2)

=

‖wn -Swn‖
2+∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwn‖
2

2maxj
{1,2N-1‖Aj‖

2}
. (21)
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根据式(20)和(21)可以得到

lim
k→∞
‖wnk -Swnk

‖2=lim
k→∞∑

N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwnk
‖2=0, (22)

实际上,根据 {wn}的定义,有 ‖xn -wn‖ →0.令zn =wn -γτnyn,得到

‖wnk -znk
‖=‖wnk -wnk +γτnkynk

‖=γτnk
‖ynk

‖=

γ
‖wnk -Swnk

‖2+∑
N

j=1
‖(Id-Tj

)Ajwnk
‖2

‖wnk -Swnk +∑
N

j=1
A*

j
(Id-Tj

)Ajwnk
‖

→0 当k→ ∞.

这意味着

‖xnk -znk
‖ →0 当k→ ∞. (23)

根据式(23),有

‖xnk+1-xnk
‖=‖αnk

u+(1-αnk
)znk -xnk

‖=‖αnk
(u-xnk

)+(1-
αnk
)(znk -xnk

)‖ ⩽αnk
‖xnk -u‖+‖xnk -znk

‖ →0 当k→ ∞. (24)
由于 {xn}是有界的,故其存在若收敛的子序列,不失一般性假设xnk

⇀􀭺x.根据式(22),以及Id-S与Id-Tj

在0处的次闭性,可以得到􀭺x ∈Ω.根据式(24),有

lim
k→∞

bnk =lim
k→∞
2<u-p,xnk+1-p>=lim

k→∞
2<u-p,xnk -p>=2<u-p,􀭺x-p>⩽0.

因此,根据引理1和引理2,序列 {xn}强收敛到PΩ(u).
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Stronglyconvergentmethodsforthesplitcommonfixedpointproblemwithmultipleoutputsets
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  Abstract:Thispaperproposesanovelmulti-stepalternatinginertialiterativealgorithmforthesplitcommonfixedpoint
problemwithmultiple-outputsetsofafamilyofdemi-contractiveoperators.Underappropriateconditions,astrongconver-

gencetheoremforthesequencegeneratedbythisalgorithmisestablished.Thealgorithmintegratesmulti-stepinertialaccelera-
tiontechniqueswithanadaptivestepsizestrategy,enablingittoflexiblyadapttovariouscomputationalscenariosandenhance
iterativestabilityandconvergenceefficiency.

Keywords:fixedpoint;demicontractivemapping;demiclosedness
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