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精确线性约束条件下众数回归模型的参数估计

王照良,张天乙,张航

(河南理工大学 数学与信息科学学院,河南 焦作454000)

摘 要:研究了众数线性回归模型中回归系数具有精确线性约束条件下的估计问题.提出了拉格朗日乘子的

众数估计量,证明了所得估计量的相合性及渐近正态性,并给出了一个求解最大化目标函数的迭代算法.最后通过数

值模拟研究了所提方法的良好有限样本性质.
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设X ∈Rp 是解释变量,Y ∈R是响应变量,那么线性模型

Y=XTβ+ε (1)
是诸多回归关系中最基本的一个.在模型(1)中,β是回归系数,ε是随机误差.假定(X1,Y1),…,(Xn,Yn)是
来自(X,Y)的一个独立同分布的样本.通常假定E(ε|X)=0,此时最小二乘估计法广泛应用于估计模型参

数β,即寻找β 使得下式∑
n

i=1

(Yi-XT
iβ)2 达到最小.为了实现对数据中经常出现的异常值和重尾误差的稳健

性,越来越多的工作考虑分位数回归,此时假定P(ε<0|X)=τ,其中τ∈(0,1)为指定的分位数水平.通过

最小化以下的目标函数来估计参数β,∑
n

i=1
ρτ(Yi-XT

iβ),其中ρτ(t)=t(τ-I(t<0)),I(·)为示性函数.

当随机误差ε的分布为对称分布时,利用均值回归或分位数回归得到的估计量具有优越的统计性质.但
在现实生活中很多数据是有偏的.如果误差分布为非对称或重尾时,仍使用均值或分位数回归模型,所得到

的参数估计量会存在较大的偏差且往往不具有良好的统计性质.相比于均值和分位数,众数有许多优良的性

质,它捕捉的是最有可能的值.在许多应用中,如工资、价格、计量经济学中的支出、生物医学应用中的血液和

脑脊液中的生物标志物,众数是中心趋势的最有效度量.因此,众数回归的研究有着十分重要的理论和应用

价值.
SAGER等[1]首次提出了众数回归的概念,考虑用众数回归模型来描述条件分布的中心,引起了诸多学

者的研究兴趣.COLLOMB等[2]研究了在条件众数下众数估计量的一致性.LEE[3]提出了线性众数回归模

型,研究了此模型的强相合性.KEMP等[4]研究了半参数众数回归模型中估计量的渐近性质,证明了估计量

的相合性.ZHAO等[5]考虑了基于众数回归的经验似然估计.YAO等[6]提出了基于非参数模型的局部众数

回归,证明了参数的渐近性质.ZHANG等[7]又将众数回归的方法运用到部分线性变系数模型上.以上关于众
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数回归模型的研究说明了对非对称、重尾具有很好的稳健性,而且所得估计同最小二乘相比,在正态误差分

布下几乎不会损失效率.重要的一点,YAO等[8]指出当数据有偏时,在相同的置信水平下众数回归可以提供

比均值回归和分位数回归更短的预测区间.
实际数据分析中,除了样本信息以外,很多时候还能从其他途径比如前期实验或经验研究中获取一些信

息.显然如果将这些信息纳入到模型的估计中,将会提升估计量的精度.这些信息常见的表现形式有等式约

束、不等式约束、随机约束等.因此,对于带约束的回归模型的研究,从理论和实践上都有十分重要的意义.国
内外已有众多学者对带约束的参数回归模型和非参数回归模型进行了研究.例如,RAO等[9]研究了带有等

式约束的线性回归模型的参数估计,提出了约束最小二乘估计.申维[10]考虑了带约束的非线性回归模型.许
文源等[11]对带有线性不等式约束的情形进行了研究.OZKALE[12]研究了带有随机约束的线性回归模型的

岭估计问题.
但目前还没有文献研究带有约束条件的众数回归模型参数估计问题.本文将研究具有精确约束的众数

回归模型参数估计问题,即对于模型(1),假定 Mode(ε|X)=0,且参数β满足如下精确约束条件

Hβ=d, (2)
其中d 是k×1的已知向量,H 是k×p的已知行满秩矩阵.本文提出了估计方法,证明了所提估计量的理论

性质,并通过随机模拟研究了所提方法的有限样本性能.

1 方法和渐近性质

1.1 方法

在线性模型(1)中,众数回归模型假定 Mode(ε|X)=0,即
Mode(Y|X)=XTβ. (3)

如果式(3)成立,YAO等[8]提出通过最大化基于核的目标函数

Lh(β)=
1
n ∑

n

i=1
ϕh(Yi-XT

iβ) (4)

来估计参数β,其中ϕh(t)=h-1
ϕ(t/h)且ϕ(t)是关于原点对称的核密度函数.为了计算方便,本文假设ϕ(t)

是标准正态密度函数,即ϕ(t)=
1
2π
e-

t2
2.基于此核函数的选择,MEM迭代算法有显示形式的结果,参看式

(12).需要强调的是本文中的所有渐近结果对其他核依然成立.
记给定X 时随机误差ε的条件密度为fε(ε|X).如果fε(ε|X)是关于原点对称的,则式(4)中β的估

计与传统的最小二乘回归的系数估计没有区别,因为此时 Mode(Y|X)=E(Y|X).但是当fε(ε|X)不是

对称的,则众数回归中的系数估计与均值回归的系数估计存在区别.例如存在一种可能给定X 时Y 的众数是

X 的线性函数,但传统的均值回归可能是非线性的,参看YAO等[8]的例1.众数回归模型具有以下特点:(i)
众数回归捕捉的是最有可能的值,即给定X 时Y 的条件分布的众数,当条件分布是非对称的时候,条件众数

更有效.(ii)基于(i),众数回归模型可以得到精度更高的预测.(iii)当对于厚尾的条件误差分布时,众数回归

比传统回归更稳健,通过调节参数h 的选取自适应数据.
对于众数线性回归模型,当感兴趣的参数β满足精确的线性约束条件(2),本文提出通过最大化如下的

拉格朗日辅助目标函数

Qh(β)=Lh(β)+λT(Hβ-d)=
1
n ∑

n

i=1
ϕh(Yi-XT

iβ)+λT(Hβ-d) (5)

来估计参数β,其中λ=(λ1,λ2,…,λk)T 是拉格朗日乘子.记通过最大化式(5)得到参数的估计量为β̂R,即

β̂R =argmaxβQh(β).该最值问题没有显示解,1.3小节给出了一个改进的 MEM 迭代算法来求解该最值

问题.
1.2 理论性质

为了得到参数估计量β̂R 的大样本性质,首先给出如下正则性条件:
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(A1)对任意的x,f
(v)
ε (t|X=x),v=0,1,2,3在原点附近连续,有f'

ε(0|X=x)=0.
(A2)定 义 J =E[f″ε(0|Xi)XiXT

i],K =E[f‴ε(0|Xi)Xi]和 L =E[fε(0|Xi)XiXT
i].假 设

n-1∑
n

i=1
f″ε(0|Xi)XiXT

i =J+op(1),n-1∑
n

i=1
f‴ε(0|Xi)Xi=K+op(1)和n-1∑

n

i=1
fε(0|Xi)XiXT

i =L+

op(1),其中-J 是正定矩阵.

(A3)n-1∑
n

i=1
‖Xi‖4=Op(1).

(A4)当n→ ∞ 时,h→0且nh5 → ∞.
下面定理1给出了参数估计量β̂R 的收敛速度,说明了β̂R 的相合性.

定理1 假设正则性条件(A1)~(A4)成立,当n→∞时,则 ‖̂βR -β0‖=Op{h2+(nh3)-1/2},其中β0

是众数回归函数(1)式中系数的真实值.
证明 令an =h2+(nh3)-1/2.为了证明定理1,只需证明对任意给定ξ>0,存在一个相当大的常数c

使得

P{sup
‖μ‖=c

Qh(β0+anμ)<Qh(β0)}⩾1-ξ, (6)

其中Qh(β)为式(5)中定义的目标函数,β0是参数的真实值.式(6)成立意味着在集合{β0+anμ:‖μ‖⩽c}

中至少以概率1-ξ存在一个局部最大值点.这等价于存在一个局部最大值点̂βR 使得 ‖̂βR-β0‖=Op(an).
为了证明式(6),首先注意到

ϕ'h(t)=-
t
h3ϕ(

t
h
),ϕ″h(t)=

1
h3
(t
2

h2-1)ϕ(
t
h
)和ϕ‴h(t)=

1
h4
{3t
h -(

t
h
)3}ϕ(

t
h
). (7)

结合式(7)并利用Taylor展开可得

Qh(β0+anμ)-Qh(β0)=anK*T
n μ+

a2
n

2μ
TJnμ-

a3
n

6nh4∑
n

i=1
ϕ‴(

Yi-XT
iβ

*

h
)(XT

iμ)
3=M1+M2+M3, (8)

其中 ‖μ‖=c且β* 满足 ‖β* -β0‖ ⩽can,K*
n 和Jn 分别为

K*
n =
∂Qh(β0)
∂β

=-
1
n ∑

n

i=1
ϕ'h(Yi-XT

iβ0)Xi+HTλ=Kn +HTλ=

[Ip -HT(HHT)-1H]Kn =-PHKn

Jn =
∂2Qh(β0)

∂β∂β
T =

1
n ∑

n

i=1
ϕ″h(Yi-XT

iβ0)XiXT
i .

其中PH =HT(HHT)-1H -Ip,Ip 为p×p 单位矩阵.令D=(X1,…,Xn)T 和Y=(Y1,…,Yn)T.结合条件

(A2),由Taylor展开以及ϕ(t)的对称性,可得Jn 和K*
n 的期望和方差

E(Jn|D)=
1
n ∑

n

i=1
f″ε(0|Xi)XiXT

i{1+op(1)}=J{1+op(1)},

Var(Jn|D)=Op{(nh5)-1},

E(K*
n |D)=-PH

h2

2n∑
n

i=1
f‴ε(0|Xi)Xi(1+op(1))=-

h2

2PHK{1+op(1)},

Cov(K*
n |D)=

1
n2h3ν2∑

n

i=1
fε(0|Xi)XiXT

i{1+o(1)}=
1

nh3ν2PHLPH{1+op(1)},

(9)

其中ν2=∫t2ϕ2(t)dt,矩阵J,K 和L 由条件(A2)给出.式(9)中计算矩阵方差时,计算的是矩阵每个元素的

方差.利用对任意随机变量X,有X=E(X)+Op({Var(X)}
1/2)成立这一结果,结合条件(A4)与式(9),显

然可得Jn =J+op(1).同时Kn =Op(an),因此 M1=Op(a2
n).注意到 M2=0.5a2

nμTJμ{1+op(1)}.因为
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ϕ
(4)(t)有界且 ‖β* -β0‖ ⩽can,所以ϕ‴(

Yi-XT
iβ

*

h
)=ϕ‴(

Yi-XT
iβ0

h
)(1+op(1)).注意到ϕ‴(t)=

(3t-t3)ϕ(t),由Taylor展开和ϕ(t)的对称性,可得:

E{ϕ‴(
Yi-XT

iβ0
h

)|D}=Op(h4)和Var{ϕ‴(
Yi-XT

iβ0
h

)|D}=Op(h).

因为nh5 → ∞,可得M3=op(a2
n).对于任意的ξ>0,只要选择足够大的c,就可使式(8)中的M2 以不小于

1-ξ的概率控制M1和M3.因为-J为正定矩阵,所以通过选取足够大的c可以保证Qh(β0+anμ)-Qh(β0)<
0以不小于1-ξ 的概率成立.因此式(6)成立,从而定理1得证.

下面定理2给出了估计量β̂R 的渐近正态性.

定理2 在与定理1相同的假设下,估计量β̂R 有如下的渐近正态性

nh3 [̂βR -β0-
h2

2J
-1PHK{1+op(1)}]

D
→N(0,ν2J-1PHLPHJ-1),

其中 “D
→”表示依分布收敛,ν2=∫t2ϕ2(t)dt,PH =HT(HHT)-1H-Ip,矩阵J,K 和L 由条件(A2)给出.

证明  根据β̂R 的定义,显然β̂R 满足一阶条件∂Qh(β)/∂β=0.由Taylor展开可得:

0=
∂Qh(̂βR)
∂β

=K*
n +(Jn +Rn)(̂βR -β0)=-PHKn +(Jn +Rn)(̂βR -β0), (10)

其中Rn =-
1
2nh4∑

n

i=1

[ϕ‴(
Yi-β

*TXi

h
){(̂βR -β0)TXi}XiXT

i],且β* 满足 ‖β* -β0‖ ⩽ ‖̂βR -β0‖.利

用式(10)可得̂βR -β0=-(Jn+Rn)-1K*
n .利用定理1,有 ‖̂βR -β0‖=Op(an),其中an=(nh3)-1/2+h2,

类似于式(8)中M3 的证明,可得Rn =op(1).因此基于(9)式,有

β̂R -β0=J-1PHKn{1+op(1)}. (11)

  下面证明 nh3Kn 的渐近正态性.只需证明对任意的单位向量η ∈Rp,

{ηTCov(nh3Kn)η}
-
1
2{nh3

ηTKn -ηTE(nh3Kn)}
D
→N(0,1).

令Ui=-
1
nh

ϕ'(
Yi-XT

iβ0

h
)ηTXi,则ηT nh3Kn=∑

n

i=1
Ui.下面验证Lyapunov条件.基于式(9),有Cov(Kn)=

1
nh3ν2L{1+op(1)},则

Var(ηT nh3Kn)=nh3ηTCov(Kn)η=ν2ηTLη+o(1).
因此,只要证明nE|Ui|3 →0.注意到(ηTXi)2 ⩽ ‖Xi‖2‖η‖

2 =‖Xi‖2,利用ϕ'(·)是有界的,则

nE|Ui|3 ⩽O{(nh3)-1/2}→0.因此Lyapunov条件成立,nh3Kn 满足渐近正态性,即

nh3{Kn -
h2

2K{1+op(1)}}
D
→N(0,ν2L).

利用Slutsky定理,结合式(11)可得 nh3 [̂βR -β0-
h2

2J
-1PHK{1+op(1)}]

D
→N(0,ν2J-1PHLPHJ-1).

定理2得证.
定理2显示估计量β̂R 有渐近方差ν2J-1PHLPHJ-1/(nh3),与 YAO 等[8]中定理2.3相比,因为

J-1PHLPHJ-1 ⩽J-1LJ-1,所以考虑了线性约束的估计量β̂R 更加有效.
1.3 算法

由于最大化式(5)无显示解,基于YAO等[8]提出了 MEM(modalexpectationmaximization)算法,结合

拉格朗日乘子法,本文提出了如下的修正版本的 MEM算法来获得式(5)的近似解.具体的算法为:
步骤0 利用最小二乘估计得到初始值β̂

(0)
R ,并令k=0.
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步骤1 E步:更新权重π(j|̂β
(k)
R )

π(j|̂β
(k)
R )=

ϕh(Yj -XT
ĵβ

(k)
R )

∑
n

i=1
ϕh(Yi-XT

îβ
(k)
R )

∝ϕh(Yj -XT
ĵβ

(k)
R ),j=1,…,n.

  步骤2 M步:迭代更新β̂
(k+1)
R

β̂
(k+1)
R =argmax

β ∑
n

j=1
π(j|̂β

(k)
R )lnϕh(Yj -XT

jβ)+λT(Hβ-d)=

(DTWkD)-1(DTWkY-
1
2HTλ), (12)

其中D=(X1,…,Xn)T,Y=(Y1,…,Yn)T,Wk 是n×n的对角矩阵,其第j个对角线元素为π(j|̂β
(k)
R ).在式

(12)中,拉格朗日乘子λ 为λ=2(H(DTWkD)-1HT)-1(Ĥβ
(k+1)-d),其中β̂

(k+1)=(DTWkD)-1DTWkY=

argmax
β ∑

n

j=1
π(j|̂β

(k)
R )lnϕh(Yj -XT

jβ).

步骤3 重复迭代E步和 M步,直至算法收敛为止,记所得的估计为β̂R.

2 数值模拟

本节通过MonteCarlo随机模拟来研究第1节所提出的受约束的众数回归估计量(记作MODL-R)的有

限样本性质.将所提方法与不考虑约束条件的众数回归(记作 MODL),均值回归的最小二乘估计(记作

LSE),均值回归带约束的最小二乘估计(记作LSE-R)3种估计方法进行比较.
为实施模拟,考虑如下的线性回归模型

Y=1+3X1+2X2+3X3+σ(X)ε,
其中Xj ~U(0,1),j=1,2,3,σ(X)=1+2X1.关于模型误差,考虑两种情形:(i)ε ~ N(0,1)和(ii)ε ~
0.5N(-1,2.52)+0.5N(1,0.52).不难看出,对于情形(i)有E(ε)=Mode(ε)=0,所以此时E(Y|X)=
Mode(Y|X)=1+3X1+2X2+3X3,参数β 满足线性约束H1β=0,其中矩阵H1 为

H1=
3 -1 0 0
0 0 1.5 -1
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

对于情形(ii),E(ε)=0和Mode(ε)=1,所以此时E(Y|X)=1+3X1+2X2+3X3 不等于Mode(Y|X)=
2+5X1+2X2+3X3.条件均值时参数β 满足线性约束H1β=0,而条件众数时参数β 满足线性约束H2β=
0,其中矩阵H2 为

H2=
2.5 -1 0 0
0 0 1.5 -1

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

  在计算众数回归时,需要选择带宽h,采用YAO等[8]的方法来选择带宽h.为了评估估计量的有限样本

性能,分别在样本容量n=100,200和500下通过1000次重复模拟计算偏差(Bias),标准差(SD)和均方误

差(MSE).模拟旨在研究不同样本容量n 设置下的各种估计方法的表现.附录表S1和表S2分别展示了当

ε~N(0,1)和ε~0.5N(-1,2.52)+0.5N(1,0.52)时的模拟结果.
从表S1可以看出,LSE,LSE-R,MODL和 MODL-R很好地估计了它们的目标参数,考虑线性约束时

的估计均优于忽略约束时的估计.随着样本量n 的增加,各方法的参数估计均方误差逐渐减小,说明估计量

的相合性.在误差分布为对称的正态分布时,众数回归表现不如最小二乘,但总体来看,效率损失不大.
从表S2可以看出,当ε服从混合正态的情况下,最小二乘估计不能正确发现Y 与X 的众数关系,因为

情形(ii)的随机误差是非对称的,且均值与众数不同.与表S1一样,考虑线性约束时的估计均优于忽略约束

时的估计.但最重要的一点,与本例中的其他方法相比,MODL-R具有更小的标准差,特别是当n=200或

n=500时.因此,对于有限样本,MODL-R不仅具有良好的众数解释,而且在误差非对称时,比最小二乘方法

具有更好的估计精度.
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为了对估计量的渐近正态性有一个直观的认识,图1给出了当n=500时,MODL-R方法1000次计算

的参数估计量β̂R 的直方图,同时给出的还有依据这些估计值计算所得的密度函数非参数核估计曲线(红色

实线)和正态分布参数估计曲线(蓝色虚线).从图1可知,参数估计量β̂R 与正态分布接近程度较好.以上模

拟结果验证了所提出方法的理论结果,并说明了该方法具有良好的有限样本实施效果.

3 结 论

本文考虑了精确线性约束条件(2)下众数线性回归模型(1)的参数估计问题.结合拉格朗日乘子法,提出

了受约束的众数估计方法,并给出了优化问题的一个迭代算法.在一定的正则性条件下,证明了所提出的参

数估计量的理论性质.此外,通过 MonteCarlo模拟研究了所提出方法的有限样本性能.理论结果和模拟结果

均表明所提出的估计量优于其他类型的估计量.

  附录见电子版(DOI:10.16366/j.cnki.1000-2367.2024.05.28.0001).

参 考 文 献

[1] SAGERTW,THISTEDRA.Maximumlikelihoodestimationofisotonicmodalregression[J].TheAnnalsofStatistics,1982,10(3):

690-707.

[2] COLLOMBG,HARDLEW,HASSANIS.Anoteonpredictionviaestimationoftheconditionalmodefunction[J].JournalofStatistical

PlanningandInference,1986,15(2):227-236.

[3] LEEMJ.Moderegression[J].Econometrics,1989,42(3):337-349.

59第5期             王照良,等:精确线性约束条件下众数回归模型的参数估计



[4] KEMPGCR,SILVAJMCS.Regressiontowardsthemode[J].JournalofEconometrics,2012,170(1):92-101.
[5] ZHAOW,ZHANGR,LIUY,LIUJ.Empiricallikelihoodbasedmodalregression[J].StatisticalPapers,2015,5(2):411-430.
[6] YAOW,LINDSAYBG,LIR.Localmodalregression[J].JournalofNonparametricStatistics,2012,24(3):647-663.
[7] ZHANGR,ZHAOW,LIUJ.Robustestimationandvariableselectionforsemiparametricpartiallylinearvaryingcoefficientmodelbased

onmodalregression[J].JournalofMultivariateAnalysis,2013,122:226-238.
[8] YAOW,LIL.Anewregressionmodel:modallinearregression[J].ScandinavianJournalofStatistics,2014,41(3):656-671.
[9] RAOCR,TOUTENBURGH,SHALABH,HEUMANNC.Linearmodelsandgeneralization:leastsquaresandalternatives[M].New

York:Springer-Verlag,2008.
[10] 申维.带约束的非线性回归诊断混合模型分析[J].武汉工业大学学报,1995,17(3):147-152.

SHENW.Restrictionofnonlinearregressiondiagnosticmodelswithcase-weightsandmean-shiftsimultaneouslyanalysis[J].Journalof

WuhanUniversityofTechnology,1995,17(3):147-152.
[11] 许文渊,王东谦.带有线性不等式约束的最小二乘[J].系统科学与数学,1984,(4):55-62.

XUWY,WANGDQ.Leastsquareestimationwithlinearinequalityconstraints[J].JournalofSystemsScienceandMathematicalSci-

ences,1984,4(1):55-62.
[12] OZKALEMR.Astochasticrestrictedridgeregressionestimator[J].JournalofMultivariateAnalysis,2009,100(8):1706-1716.

Estimationforthemodalregressionmodelswithexactlinearconstraints

WangZhaoliang,ZhangTianyi,ZhangHang

(SchoolofMathematicsandInformationScience,HenanPolytechnicUniversity,Jiaozuo454000,China)

Abstract:Thisarticleconsiderstheestimationproblemofregressioncoefficientsinmodallinearregressionmodelswith
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  附 录

表S1 当ε~N(0,1)时的模拟结果

Tab.S1 Simulationresultswhenε~N(0,1)

方法 参数真值
n=100

Bias SD MSE

n=200

Bias SD MSE

n=500

Bias SD MSE

LSE β0=1 0.0246 0.6145 0.3782 -0.0121 0.4095 0.1678 -0.0042 0.2664 0.0710

β1=3 -0.0302 0.7513 0.5654 0.0056 0.5327 0.2838 -0.0055 0.3285 0.1079

β2=2 -0.0011 0.7173 0.5145 -0.0023 0.5142 0.2644 0.0000 0.3140 0.0986

β3=3 -0.0275 0.7352 0.5413 0.0182 0.5126 0.2631 0.0041 0.3300 0.1089

LSE-R β0=1 -0.0015 0.1815 0.0330 -0.0022 0.1269 0.0161 -0.0024 0.0784 0.0062

β1=3 -0.0045 0.5446 0.2966 -0.0065 0.3808 0.1450 -0.0071 0.2352 0.0554

β2=2 -0.0028 0.3027 0.0917 0.0041 0.2141 0.0459 0.0009 0.1343 0.0180

β3=3 -0.0042 0.4541 0.2062 0.0061 0.3212 0.1032 0.0013 0.2014 0.0406

MODL β0=1 0.0517 0.8545 0.7328 -0.0133 0.6506 0.4234 0.0009 0.4971 0.2471

β1=3 -0.0136 1.2478 1.5573 0.0176 1.0530 1.1091 -0.0136 0.8451 0.7143

β2=2 -0.0270 1.0461 1.0950 0.0177 0.8204 0.6734 -0.0033 0.6132 0.3760

β3=3 -0.0189 1.0661 1.1369 -0.0021 0.8068 0.6509 0.0059 0.6194 0.3837

MODL-R β0=1 0.0124 0.3063 0.0940 -0.0066 0.2638 0.0696 -0.0064 0.2016 0.0407

β1=3 0.0372 0.9190 0.8460 -0.0199 0.7915 0.6268 -0.0193 0.6049 0.3663

β2=2 -0.0045 0.4434 0.1966 0.0013 0.3446 0.1188 0.0082 0.2538 0.0645

β3=3 -0.0067 0.6651 0.4424 0.0019 0.5169 0.2672 0.0122 0.3807 0.1451

表S2 当ε~0.5N(-1,2.52)+0.5N(1,0.52)时的模拟结果

Tab.S2 Simulationresultswhenε~0.5N(-1,2.52)+0.5N(1,0.52)

方法 参数真值
n=100

Bias SD MSE

n=200

Bias SD MSE

n=500

Bias SD MSE

LSE β0=1 0.0980 1.2934 1.6824 0.0152 0.9349 0.1678 -0.0042 0.2664 0.0710

β1=3 -0.0822 1.5535 2.4201 -0.0078 1.1221 0.2838 -0.0055 0.3285 0.1079

β2=2 -0.0564 1.5028 2.2616 -0.0085 -0.0059 0.2644 0.0000 0.3140 0.0986

β3=3 -0.0570 1.5928 2.5403 0.0135 -0.0088 0.2631 0.0041 0.3300 0.1089

LSE-R β0=1 0.0002 0.3720 0.1384 0.0025 0.1269 0.0161 -0.0024 0.0784 0.0062

β1=3 0.0006 1.1160 1.2454 0.0074 0.3808 0.1450 -0.0071 0.2352 0.0554

β2=2 -0.0059 0.6250 0.3906 -0.0059 0.2141 0.0459 0.0009 0.1343 0.0180

β3=3 -0.0088 0.9374 0.8789 -0.0088 0.3212 0.1032 0.0013 0.2014 0.0406

MODL β0=2 -0.2591 0.6671 0.5122 -0.1599 0.6506 0.4234 0.0009 0.4971 0.2471

β1=5 0.1617 0.7983 0.6634 0.0574 1.0530 1.1091 -0.0136 0.8451 0.7143

β2=2 -0.0288 0.7803 0.6097 0.0103 0.8204 0.6734 -0.0033 0.6132 0.3760

β3=3 -0.0169 0.7583 0.5752 0.0203 0.8068 0.6509 0.0059 0.6194 0.3837

MODL-R β0=2 -0.0205 0.2221 0.0498 -0.0213 0.2638 0.0696 -0.0064 0.2016 0.0407

β1=5 -0.0512 0.5553 0.3110 -0.0533 0.7915 0.6268 -0.0193 0.6049 0.3663

β2=2 -0.1067 0.3204 0.1140 -0.0467 0.3446 0.1188 0.0082 0.2538 0.0645

β3=3 -0.1600 0.4806 0.2566 -0.0701 0.5169 0.2672 0.0122 0.3807 0.1451


