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Lorentz空间形式中类空超曲面的一个空隙定理

张 树 邦 ，姬 秀

(北京理工大学数学与统计学院，北 京 100081)

摘 要 ：设 M” 是 ( n + 1 )维 L o ren tzS间形式M T H c)中无脐点类空超曲面 . 在 M ^ C c )的共形变换群下，M” 

上 的 3 个基本的共形不变量分别是：共 形 1 -形式 C ，共 形 2 - 张量 /V，共形度量 g .用 k表示共形法化数量曲率 ，J  =

A - + 錢 表 示 无 迹 共 形 2_ 张量，主要证明了 - 个空隙定理 .
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1 主要结果

在微分几何里，一个有趣的现象是某些逐点定义的几何不变量的模长存在一些空隙.例如，球面中紧致 

极小超曲面的第二基本形式的模长存在空隙，这就是著名的 C h e r n 猜想.在 M6bm s几何里，胡泽军教授和 

李海中教授证明了下面的空隙定理.

定 理 1[1] 设:r:M™ — 是 >  3 ) 维 M 6 b iu s形式为零且具有常 M 6 b iu s法化数量曲率 

的紧致子流形•则有 f II A i m i  A II — — l ) ] d M  >  0. 若 0 <  II A II <m  J m  \ m  m  — Z m

- 1
m (

m
m  — 1 ) . 则 要 么 || Am =〇 且子流形:r (M ) 是 M6bm s等价于具有常数量曲率的极小子流形;

要 么 II A J Tn— ^ ( ^ rL̂ K - - ) 且 子 流 形 ：r (M) 是 M6bius 等价于 S"+1( , 1 ) 中的 S H r) X\ m  m  — Z m

(V r ^ i 2)，其中常数 2；T i + c ”_

本文研究 Lorentz空间形式中类空超曲面的共形不变量的空隙.

5 n+2
设和+2是按以下方式定义内积的Lorentz空间： 二一 +  D  '.a .

i - i  厂斗i
对 a >  0，定义标准球5^+1 (a)，双曲空间 f 出 （一a ) ， de sitter空间的+1 (a) 和 anti-desitter空间 f  ?+1 (— 

a) 分别为：

5̂ w+1 (a ) —— {x R^ 2 | x • x — a2 } (— a) — {x Ri+2 | (x x̂)i — — a2}，

5 î+1 (a) — {x ^  Ri+2 | (x  ̂ x )1 — a2} , ^ i+1 (— a) — {x ^  R^ 2 | (x x̂ )2 ———a2}.

设 M +̂1 (c) 是 Lorentz 空间形式.当 c 二 0 时，M?+1 (c) 二 R?+1 ;c 二 1 时，M?+1 (c) 二力+1 (1) ;c 二一1 时， 

M fH c) 二 f  严 （一 1).

对 Lorentz空间形式M fH c)，存在共形紧致化空间这+1.利用贫+1，研究 M，+1(c) 中类空超曲面的共形
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几何.在类空超曲面上定义共形度量心共形第二基本形式B ，共形形式 C 和共形 2 -张量 A .记 A =  A — 

k 表示共形法化数量曲率.本文主要结果见定理2.
71

定理 2 设:r :M "— M ^ Cc) 是 《(«>3)维共形形式为零的无脐类空超曲面，它的法化数量曲率满足 

||A || +  则 ̂ 为常数且 W +
n \ / n( 'n 一 1) n \ / n ( n  — 1) n

并且 M " 共形等价于下列类空超曲面之一：

(1 )  9 l (.^/a2 + 1 )  X ^ " ^ ( - a )  C  y " +1( l ) , a  >  0 ;

(2) 1 (— a ) X 1 (— \/1 — ) d  ̂ ™ +1 (— 1)，0 〈 a 〈 1;

(3) X H - a ) X R R f 1 ,a >  0;

(4) f f 1 (一 1 )中具有常数量曲率的极大类空超曲面.

注 定 理 2 中的法化数量曲率不需要是常数的条件.

2 类空超曲面的共形几何

本节给出类空超曲面的共形不变量及结构方程，更详细的内容可参考文献[3].

用 C"+2 表示 R f 3 中的光锥，这+1表示 RP# 中去顶光锥的共形紧致化空间，

c "+2 =  {X  e R2+3 I 〈x ，x 〉2 =  0 ，X  乒 0}，
2»+1 =  {[X ] e  R P ^Z I <X ,X )2 =  0}.

设 0 (w +  3,2)是 R〗+3 的保持Lorentz内积〈X ,Y 〉2不变的 Lorentz群.则0 (w +  3,2)是 上 的 一 个  

变换群，其作用如下，

tx[x ]) =  [x t ] ，x  e  c"+2， t  e  〇(« +  3,2)_

拓扑上这+1等同于配有标准Lorentz度量/  ̂= 狀 ㊉ （一 gv ) 的紧致空间S" X SVS°，其 中 奴 表 示 维 球  

9 上的标准度量.则2 ^ 有共形度量

[_h] =  {e%  I r e  C^ CSf1)}
且 [OCn +  3,2)]是 2?+ 1的共形变换群（见文献[2]).

记 _p =  {[x ] e  sg+1 I 工1 =  4 +2}，p - =  {[x ] e  sg+1 I =  〇}，f *+= {[x ] e  I 工1 =  〇}，定义 

如下共形微分同胚，

ff。:R f  - 这 +1\P ，Mp [(〈M，1 1 + 1 ，M ，〈M ，M;1—1)]， 

f f l:^ +1(l ) — 2广\尸+，仅卜[(1，M)]，

a- . a t 1 ( - D  [(«,1)].

称 为 R f 1，̂ +1 ( 1 ) f 1 (一 1 )的共形紧致化空间.

设 ^ M "— M fH c ) 是类空超曲面.利用& ，可以得到这+1中的超曲面& 这+1 .由文献[2]可得 

定理 3.

定理 3 心心M " — M ^ Cc) 共形等价的充要条件是存在了 e 〇(« +  3,2)使得

& r =  7Xffc 。无）：M" —>• 25+1.

设 心 M "— M fH c )是类空超曲面，则 (TM")是 r a f 1的正定子丛.任给标准投射;r :c "+2 — 这+1 

的局部提升 存在 & 。:r :M  — 25+1 的局部提升；y =  Z 。̂ — C^ 1.因此〈d；y，d；y〉2 =  j〇2〈cLr，cLr〉s 是局 

部度量，其中p e  C~(U ).用 A 和/c分别表示相应于局部度量〈d；y，d；y〉的拉普拉斯和法化数量曲率.类似于文 

献[3]中定理1.2的证明，可得定理4.

定理 4 设 :r :M" — Mf+1 (c) 是类空超曲面，贝!J g = — (〈ẑ y，A：y〉2 — w2/c)〈d；y，d；y〉2是一个整体定义的共 

形不变量，且 g"在非脐点处是正定的.

称 g 为类空超曲面M " 的共形度量.存在唯一的提升
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Y :M — Cn+2
使得 g = 〈d Y，dY〉2.称 Y 是类空超曲面M " 的共形位置向量.由定理4 得定理5.

定 理 5 两 个 超 曲 面 : 共 形 等 价 的 充 要 条 件 是 存 在 〇 ( «  +  3,2)使得 F =  Y T ，其中 Y ， 

Y 分 别 是 ，的共形位置向量.

设 { & ，…，E„}是 M" 上相应于g 的局部正交基，其对偶为{ _ ，…，叫}.记K  = 瓦 (Y ) 且定义

N  = —丄 A Y—
n 2nz

其中 A 是相应于 g 的拉普拉斯，则有

(N ,Y )2 =  1,(N ,N ) Z =  0,(N ,Y k}z =  0, <Y , ,Y; )z =  St] ,1 <  i , j ,k <  n.

则 R?+3 有如下分解

R f 3 = span{Y，N} © s p a n l l，…，Y„} © f；
其中 f 丄 s p a n l U V A ，…，Y „}.称 f 为:r 的共形法丛.设6是 f 的局部截面且〈6,6〉2 = —1，则 " ，N A ，…， 

叉 ，6}是 R f 3 中定义在M" 上的活动标架.结构方程如下，

dY =  Y, ,dN  =  ^ AyWjY, +  ^ Ctwt$,
i  i j  i

— ^jAyCOjY — C〇tN +  ^jCOyYj +  ^jByCOjS ?
J J J

d e =  J ] c tC〇tY +  Y j b ^ > y ^
i  i j

其中 〇)y.(=  —〇)y.) 是 M" 上相应于{〇)!，•••，〇)„}的联络•显然 A =  (X) (0, ,B =  :_B t,a)t (X) a), ； C =

D p ,叫是整体定义的共形不变量.称A ，B 和C 分别是共形2-张量，共形第二基本形式，共形 1-形式.这些张 

量的共变导数定义为

S c , d c t +  'y^Ic kc〇k, ，'y^1A 1,,ka)k =  d A t) + ik  ⑴  k j Y A k j ⑴  k i

对结构方程求外微分得

I X ,k<j〇k dBt, +  Y jB ik 〇J  k j +  ! > k j ⑴  k i

A.}i <,Bi} — ?

,k — B i j C k — B^ C j  j 

§i jCk — 8^Cj  ?

C y  — 二  ^  (B ^ A ^  — B^Ak , ) ,
k

且有

Ryki BuB jk — ji A.ikd}i A.}idik —A.nd}k —A.]kdu.

t r ( A ) —— ^ - ( n 2k  — 1) y R y  — trCA)^- +  ( n  — 2)A l} +  'y AJB tkB k),

(1 — n)Q =  ^ B l3,3
n 一 1 

n

( 1)

⑵

(3)

(4)

其中/c是 g 的法化数量曲率.由（3)、（4)式可知当n > 3 时，结构方程中的系数由共形度量g 和共形第二基本 

形式 B 确定，因此有定理6.

定 理 6 两 个 超 曲 面 : 共 形 等 价 的 充 要 条 件 是 它 们 有 相 同 的 共 形 度 量 g 和共形第二基本形 

式 B .

定 义 的 二 阶 共 变 导 数 为

.〉 : B  ◊.， m d B  ̂  f ̂  I .〉 : B  mi I ^  ； B  ̂  f ̂ CO mj I ^  B  f n
m m m m

有 Ricci恒等式

-By , kl —B y , ik — ' ^ J B miR mJki .

(5)

(6)
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下面给出 M?+1(c) 中类空超曲面的共形不变量和等距不变量之间的关系.

先考虑类空超曲面： R f 1.设 {e i，e2，… ，e„}是相应于诱导度量1 = 〈cL̂ A r h 的局部正交基，其对

偶为{ f t，…， } _设 e>l+l 是尤的法向童场，且〈6„+1， 〉！ =  — 1. II =  ⑭ 和 W =  :  分别表

示第二基本形式和平均曲率.用Am 和/cm分别表示相应于 J 的 拉 普 拉 斯 和 法 化 数 量 曲 率 . 由 : — 的 

结构方程可得

Am̂  =  n H e n+i . (7)

z 的局部提升

C-’尸 ( 1 ^ 1 土1  山̂

由（7)式得

< A y , Ay)  2 — n 2 km — ^ r ( — | II |z + n  | H  |z) = — eZr.n  — 丄

因此:r 的共形度量 g ，共形位置向量 Y 及 6 可表示为

g- = II r  - W I H l ^ i d x ^ x ) ,  ■■= eZrI ,Y  = ery ,

S — Hy  +  ( ( x ye n+1 )i ,^+i , ( x ye n+1 ) i ) .

直接计算可得

Ay ^  e~2T[_ztT3 — h t]H — zt,3 V r | 2 +| H | 2)(5y], ( 8 )

B l} = e~T( h l} — Hdy  ) ,C, = e~2T( Hz l — Ht — ^ j h l3z3 ')，
j

其中。二 ，| V t |2 二 y ] x \ ， Tq 是 r 相应于 I 的 Hessian，氏二  .

对类空超曲面：r :M” — 父严（1)，共形度量心共形位置向量Y 及 f 可表示为

g  = — r(  | II |2 — n | H  |2) <d :̂, d^:)i ：= e2rI,n —丄

Y = er ( l  j x )  = er3； — Hy  +  (0 , ^ +1). 
f 广 （一 1)，共形度量心共形位置向量Y 及 f 可表示为 

( | II |2 — n | H  |2) <d :̂, d^ )2 e2rI,

对类空超曲面

经计算可得

1

Y = er (^ : , l )  = er3； = — Hy  +  ( e n+l ,0) .

A,, e—" [ r ^ - tz,j — h y H  +  —(—\ V r  |2 +  | H |2 +  c)(5y ] .

(9)

( 10 )

By 二 e—r(/iy — )，C,二 e—2r(H L —找 一̂j h y T j )  , (11)
J

其中 C =  1 相 应 于 — S严 1 相 应 于 — H?+1(— 1).

3 典型的例子

本节，给出 M fH c) 中的所有类空等参超曲面，见文献[4一6].

例 1 :r 4 (― a) X R"—4 —  R f 1，a > 0 ，K <々 ra — 1.

设 : 4(一 a ) — R f 1 是标准嵌人， — R„ 4 是恒同映射，则

a: =  (x t ,y) ,：̂k( - a) X R"^ ^  R f 1.

6 =  ，〇)是 ；c 的单位法向量场，且a

I = ( d x , d x ) 1 = l êki-a) +  Ir̂  J I  = — ( d x , d ^ ) 1 = — •
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设 仏 ，̂ ，…，̂ } 是 一  a) 上的局部正交切标架场，{^+1，… ，̂} 是 R“ 上的局部正交切标架场，興J仏 ， 

^ ，…，〜}是 ^  (一 a) X R d 上的局部正交切标架场.在局部标架场仏，̂ ，…，心}下，

(ht]) — diag(---,.••，---a a

由（8)、（9)式得，

Bv = 1：)々 (w- 气 , l < t , j < k , B Pq

A„ = (w7 , D a T 2w)^  , \ < r , ) < k , A n

—1 Kn — 1)是 
n V n — k

(n — 1)是

dpq ̂ k +  1 <  p ^ q <  n ^ B ti

2n2 in — k) 2n2 in — k)
dpqjk +  l ^  p j q < n j A tl 0.

tr(A) — (n — l)k  
2n{n — k)

Ct — 〇，1 i n.

0

例 2 x ：̂ k(V l + a2) X ^ n-k( - a) ^ ^ ( l ) >  0,1 <  k <  n ~  1.

设:r1 : f  (1) — R W 和:r2:f  “ （一 I ) — R P +1是两个标准嵌人，则

工 二 (.^l + a2x l ,ax2'),9k(.^l + a2) X f  ”―H—a) — 父f 1 (1) C  R f 2.

f =  (ax1 , V l a2 x 2) 是:r 的单位法向量场.且

1 =  (d x^dx)1 =  (1+ a2)I^ (i) + a2Ij；̂ (_i),

II ——— <d :̂,df)i ——— a \/l a2 (I^ cd+ Ij/ ^ c—i)).

设 仏 ，心，…，d 是 ， （v T T ^ ) 上的局部正交标架场，U +1，…，d 是 —a) 上的局部正交标架场，则 

仏 ，̂ ，…，d 是 ^  (v/T T ^ )  X f  ̂ ( —a ) 上的局部正交标架场.在标架场仏，̂ ，…，〇 下，

(hy) =  diag( \/l +  (

a  +  <

由（io )、（i i )式可得，

D _  1 i(n — l ) ( n — k) ̂  ] z  • . z  l d■ Dij ——  A ； d ij 八 l ，J \  k ̂ Dpqn V k
— 1 / (n — 1)是

n V n — k
dpq k̂ +  1 <  p ^ q  <  n , B H

A,,
k(_n ——k)

A,,

2nz

0 ,z 7^ p t̂r(A ')

-dv ,1 <  t . j <  k ,A p k(_n ——k) 2nl
-Spq jk-\- l  <  p ^ q <  Tlj

(n ——1) [n(2^ ——n)a2 —— (n ——^)2] 
2nk (n — k)

Ct — 〇，1 i n.

a a
a a

0

n — 1 kl — a — nn

例 3 x (— a) Y\ k (_ — \J 1 — i+1 (— 1) C  R f ，0 〈 a 〈 1，1 ^  k ̂  n — 1.

设:r: (— 1) — R f 1 和:r2 “ (一 1) — R^ +1是两个标准嵌人，则

x — (_ \J 1 — x ' ，ax 2) ..:祀k X 光 (— \/1 — ^  i+1 (— 1) (^ R^ 2.

f =  (― ax1 , ̂ 1  — a2 x 2 ) 是:r 的单位法向量场.且

I — (d Ĉ?d̂ ： )i =  (1 — <22 )ljjk (—1-) (22 1} jn~k f—i) i

II ——— <d :̂,df)i —— a \/l — a2 (Iĵ (-d — (々—i)).

设 仏 ，A ，…，d 是 f  (一a)上的局部正交标架场，U +1，…，〇 是 一 上 的 局 部 正 交 标 架  

场，则 仏 ，心，…，‘} 是 f  (―a) X f - H  — VT^ ^ ) 上的局部正交标架场.在标架场仏，心，…，〇 下 ，

(htJ ) 二 diag( a

v7! aJ

由（l 〇)、（l l )式可得，

a aY

7 T a2 a
a/1 aJ

a

D _  1 i(n — l ) ( n — k) ̂  ] z  • . z  l d■ Dij ——  A ； d ij 八 l ，J \  k ̂ Dpqn V k
— 1 / (n — 1)是

n V n — k dpq k̂ +  1 <  p ^ q  <  n , B H

A,, n
k(_n ——k} 2n2

-8V ,1  <  t , j  <  k , A p
1 2 2 n — 1 n a

k(_n ——k}
n 2 + k 2

2n2
dpq yk +  1 <, p <, n.

0
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A lt=  0 , r ^  p ,tr( A ) =  n) a' ^ n - kh ,C^  0,1 < t < n.
Zn k y n  — k )

为了证明主要结论，如下两个结论读者可以参见文献[7 — 8].

定理7[ 7 ] 设 : 是 具 有 两 个 不 同 主 曲 率 的 类 空 超 曲 面 . 若 共 形 形 式 为 零 ，则:r 局部共形等 

价于下列超曲面之一：

(1) y k(Va2 + 1 )  X . y f n- k( - a )  CZ ^"+1(1) , a > 0 , l < k < n - l ;

( 2 )  龙 * (— a )  'X, k C — \/1 — ^ ™ +1 (— 1 )，0 〈 a 〈 \ \ k n — 1;

(3) X k{-〇) X R"_t C  R f 1 , a >  0,1 <  k <  n -1 .

为了证明定理2,需要如下定理8.

定理 8[ 8 ]设:r :M" — M fH c) 是没有脐点的类空超曲面.若:r 的共形不变量满足

(1)C =  0, (2)A =  Xg ,

则:r 共形等价于 f f 1 (一 1 )中具有常数量曲率的极大类空超曲面.

4 定 理 2 的证明

既 然 匚 = 0，则氏,4 =  _6!̂ . 由 （4)、（6)、（8)及（9)式可得

A ( B  | )   B l rk +  ' y ^ j By By  rkk   rk +  H~ B y B ^ R ^ j k ) —
ij ijk ijk ijk ijkm

II VB II 2 +  ( " ^ ) z + " ^ t r ( A )  + n  y , B t, B AA,k.
n  n

由 D  . 二 ----^及 A 二 A + 丄 tr(A )g ，有如下公式.
丄 」  ̂ n  n

引理1 设 心 M"— M^ Cc) 是没有脐点的类空超曲面.若共形形式C =  0 ，则

II V B  || 2 +  ( " ^ ) 2 +  2 " ^ t r ( A )  +  n  y . B v B AA lk =  0. 
n  n  I T

下面的引理是证明定理2 的关键.读者可以参见文献[9].

引理2[9] 设 心 ，…， 和 ^ ，… ，6„是 个 实 数 且 满 足 = I ]，，=  0 .则

I i< ^ = = A/ &i \/n{_n — 丄） V z 1

而且，若 乒 〇且 ^ ]片 乒 〇,则等式成立的充要条件是存在 ra — 1 组数(a,，& ) 取相同的值(a ，W .

定理 2 的 证 明 由 C =  0 及（11)式知，可取标准正交基{& }使得(A ; )和（By) 同时对角化.设

By — bidij fj-S i j.

显然，（A y ) 二 d ia g t e，屯，…，‘），其中 毛 二 a:—丄tr(A ) .因此，由引理1 及引理2 可得
n

0 =  II V B  || 2 +  ( " ^ ) 2 +  2 " ^ tr(A ) +  n  y . B . B ^ A ^  =  || v B  || 2 +  ( " ^ ) z +  2 " ^ tr(A ) +  
n  n  n  n

n  Y j b l a .  >  || V B  || 2 +  ( ^ ) 2 +  2 ̂ tr(A ) -  ̂  j ^ E l  || A || .
n  n  n  \l n

由 tr(A ) =  1 ) ，可得Zn

2 II A || -  n̂ - m > 0 .
\/ n(n — 1) n

若 , —2 II a  || < ^ ^ + 取 ，则 有 广 —2 ：|| A || =  因此需要讨论如下两种情形.
V V w — 1) n V V ” 一 1) n

情 形 1 若 || A || = 0 , 则 A =  Ag.由定理8 可得，：r 共形等价于H f 1(—1 )中具有常数量曲率的极大类

空超曲面.
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情 形 2 若 , — 2 || A || 一 一 wc =  0,则 有 V B =  0 ，且类空超曲面具有两个不同主曲率，其
V n ( n - l )  n

中一个为单重.由定理 7,完成了定理 2 的证明.
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A Gap Theorem of Spacelike Hypersurfaces in Lorentzian Space Forms

Zhang Shubang， Ji Xiu

(Department of Mathematics, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081,China)

Abstract ： Let Mn be a n -dimensional umbilic-free hypersurface in the (n + 1) -dimensional Lorentzian Space form 
Mi+l (c). Three basic invariants of Mn under the conformal transformation group of M ^1 (c) are a 1-form C , called conformal 1- 
form, a symmetric (0 ,2 ) tensor A , called conformal 2-tensor, and a positive definite (0 ,2 ) tensor g , called conformal metric.

• ~ 1 .We denote the conformal normalized scalar curvature by/c and the trace-free conformal 2-tensor by A = A ——— tr{A) g  . In thisn
paper, we prove a gap theorem.

Keywords ： conformal metric； conformal second fundamental form； conformal 2-tensor
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