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几类扩大设计的均匀性模式

田杰中,张诗娴,柏启明,李洪毅

(吉首大学 数学与统计学院,湖南 吉首416000)

摘 要:大型空间填充设计在计算机试验中有着广泛的应用,其直接构造具有一定的难度,现有的研究中常常

利用倍扩方法通过较小规模的空间填充设计构造大型的空间填充设计.基于可卷型L2-偏差,定义了混水平设计的

均匀性模式,建立了均匀性模式与字长型模式之间的关系,并给出了利用倍扩方法得到的几类扩大设计的均匀性模

式和初始设计的字长型模式之间的解析联系.最后通过数值例子验证了所获得的理论结果.
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均匀设计是由我国方开泰教授和王元院士共同提出的一种空间填充设计,它要求试验点均匀地分布在

试验区域内,其理论和设计表被广泛应用于国防军事、社会经济等诸多领域,并取得了显著的社会效益和经

济效益.偏差作为设计的均匀性度量,已在许多文献中进行讨论,常用的偏差有中心化L2-偏差(CD),可卷

型L2-偏差(WD)和混合偏差(MD).一个设计经过因子的水平置换后可能具有不同的几何结构和空间填充

性质.文献[1]考虑因子的水平置换,基于CD,建立了平均偏差和字长型模式之间的解析联系,通过遍历所

有的水平置换找到最小偏差的设计.文献[2]将这一结果推广到任意水平的对称设计.文献[3]在偏差和最大

最小距离准则下讨论部分因析设计的空间填充性质,并给出了三、四和五水平空间填充设计的构造方法,
理论结果显示因子的水平置换可改进空间填充性质.文献[4]基于水平置换的思想构造了在WD 下非对称

均匀设计.
折叠反转是消除因子别名效应的一种有效手段,折叠反转设计因具有良好的几何对称结构和统计性

质,在优良设计的构造中得到广泛应用.文献[5]基于水平置换和折叠反转,利用doubling方法构造二水平

Double设计,并表明若初始设计是一个分辨度为IV的二水平正规部分因析设计,其Double设计的分辨度

仍为IV.文献[6]以水平置换作为折叠反转方式提出用tripling方法构造三水平Triple设计,构造了一系列

具有最小低阶混杂的三水平因析设计.随后,四水平、五水平、二三混水平及二四混水平扩大设计的结构被文

献[7-10]给出,并获得了当初始设计是一个均匀设计时,其对应的扩大设计也是一个均匀设计.由于扩大

设计的试验次数和因子数与初始设计相比,都进行了翻倍,而根据效应稀疏原则,低阶效应往往比高阶效应

更重要,因此有必要考虑扩大设计的投影均匀性.文献[11]最早提出了均匀性模式的概念,给出了二水平设

计均匀性模式与广义字长型之间的解析关系.文献[12]基于 MD 定义了任意水平对称设计的均匀性模式和

最小投影均匀性准则,并给出均匀性模式的一个下界,该下界作为一个基准用于评价设计的投影均匀性.文
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献[13]基于CD 建立了Triple设计和初始设计的均匀性模式之间的关系.针对四水平、五水平、二三混水平

及二四混水平扩大设计的均匀性模式是一个值得研究的问题.

1 基本概念和符号

记U(n;qs1
1q

s2
2 )为一类具有n次试验,s1 个q1 水平和s2 个q2 水平因子的U-型设计的集合,其中qf 个

水平来自集合{0,…,qf -1},每个因子中每个水平出现的次数均为nq-1
f
,f=1,2.对任意设计G ∈U(n;

qs1
1q

s2
2 ),若任意t个因子的所有水平组合出现次数相同,则称设计G 是强度为t的正交表,记为OA(n;

qs1
1q

s2
2 ,t).
对任意设计G ∈U(n;qs1

1q
s2
2 ),记dG

H(a,b)为设计G 中第a行和第b行的Hamming距离,即a与b之

间对应位置取不同元素的位置数,δG
ab 为设计G 中第a行和第b行之间的相遇数,即第a行和第b行对应位置

取相同元素的位置数.根据Hamming距离和相遇数之间的关系可知dG
H(a,b)=s1+s2-δG

ab.当k1=0,…,

s1,k2=0,…,s2时,定义其距离分布

Hk1k2
(G)=

1
n|{(a,b):dG

H(a1,b1)=k1,dG
H(a2,b2)=k2,a=(a1,a2)∈G,b=(b1,b2)∈G}|,

距离分布 Hk1k2
(G)通过 MacWilliams变换为

Rv1v2
(G)=

1
n ∑
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k1=0
∑
s2

k2=0
Pv1
(k1;s1,q1)Pv2

(k2;s2,q2)Hk1k2
(G),vj =0,…,sj,j=1,2, (1)

其中Pvj
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÷ =1,当kj<r时,
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æ

è
ç

ö

ø
÷=0.文献[14]定义了设计G 的广义字长型模式为(R1(G),…,Rs1+s2

(G)),其中

Rv(G)= ∑
v1+v2=v

Rv1v2
(G),v=1,…,s1+s2. (2)

  广义最小低阶混杂(GMA)准则要求序贯最小化向量 (R1(G),…,Rs1+s2
(G)).

根据Krawtchouk多项式的正交性可得

Hk1k2
(G)=

n
qs1
1q

s2
2
∑
s1

v1=0
∑
s2

v2=0
Pk1
(v1;s1,q1)Pk2

(v2;s2,q2)Rv1v2
(G). (3)

  本文选取WD 来衡量设计的均匀性.对于设计G ∈U(n;qs1
1q

s2
2 ),其 WD 值的平方可通过下列公式

计算,

[WD(G)]2=-(
4
3
)s1+s2 +

1
n2∑

n

a=1
∑
n

b=1
∏
2

f=1
∏
sf

l=1

[3
2-|uf

al -uf
bl|(1-|uf

al -uf
bl|)],

其中uf
al =
2xf

al +1
2qf

,xf
al ∈ {0,…,qf -1}.考虑设计G 中的所有因子的水平置换,共有(q1! )s1(q2! )s2 个

同构设计G',用A(G)表示这些同构设计的集合,记[WD(G)]2 为A(G)中所有设计的平均WD,即

[WD(G)]2=
1

(q1! )
s1(q2! )

s2 ∑
G'∈A(G)

[WD(G')]2. (4)

  当q1=q2 时,非对称设计G ∈U(n;qs1
1q

s2
2 )退化为对称设计G ∈U(n;qs).

2 非对称设计的均匀性模式

本节将基于WD 给出任意水平非对称设计的均匀性模式,并建立其与字长型模式之间的解析联系.
对任意设计G∈U(n;qs1

1q
s2
2 ),设g1,g2 是整数,定义Θ= {(g1,g2):0⩽g1⩽s1,0⩽g2⩽s2}.记Jg1g2=

{u=(u1,u2)|u1⊆ {1,…,s1},u2⊆ {s1+1,…,s1+s2},|u1|=g1,|u2|=g2,|u|=|u1|+|u2|=
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g1+g2},|u|表示集合u中元素的个数.令g=g1+g2,定义Jg =∪(g1,g2)∈ΘJg1g2
,对任意u∈Jg,存在

整数对(g1,g2)∈Θ,使得u=u1∪u2∈Jg1g2.用Gu 表示设计G投影在u中的g维设计,dGu
H (a,b)和δGu

a,b=

g1+g2-dGu
H (a,b)分别表示投影设计Gu 的第a行和第b行的Hamming距离和相遇数.设WDu(G)是设

计G 在u上的投影WD,当考虑投影设计Gu 的(q1! )g1(q2! )g2 种组合同构设计,用A(Gu)表示这些设计

的集合.类似于式(4),设计G 在u 上的平均投影WD 可以定义如下:

[WDu(G)]2=
1

(q1! )
g1(q2! )

g2 ∑
Gu'∈A(Gu)

[WDu(G)]2.

  根据平均WD 与Hamming距离的关系[4]及 Hamming距离与距离分布之间的关系,可获得投影设计

Gu 的平均WD 与距离分布之间的解析联系,

[WDu(G)]2=-(
4
3
)g +

1
n
(3
2
)g1(3
2
)g2∑

g1

k1=0
∑
g2

k2=0

(
8q1-1
9q1

)k1(
8q2-1
9q2

)k2Hk1k2
(Gu). (5)

  当设计G ∈U(n;qs1
1q

s2
2 )是一个强度为t的正交表,对于满足1⩽g(=g1+g2)⩽t的正整数g,投影

设计Gu 的任意g列的所有qg1
1q

g2
2 个水平组合出现的次数相同.对Gu 的任意一行a=(a1,a2),有|{(a,b):

dGu
H (a1,b1)=k1,dGu

H (a2,b2)=k2,b=(b1,b2)∈Gu}|=
g1

k1
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è
ç

ö

ø
÷
g2

k2
æ

è
ç

ö

ø
÷nq-g1

1 q-g2
2 (q1-1)k1(q2-1)k2,由式(5)

可得:

[WDu(G)]2=-(
4
3
)g +(

8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2. (6)

  为了比较设计G∈U(n;qs1
1q

s2
2 )与强度为t的正交表OA(n;qs1

1q
s2
2 ,t)在所有g维投影上的平均WD 值,

给出下列定义.
定义1 对于任意设计G ∈U(n;qs1

1q
s2
2 ),u∈Jg,g=1,…,s(=s1+s2),定义

Tg(G)=∑
|u|=g

[WDu(G)]2- ∑
g1+g2=g

[-(
4
3
)g +(

8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2], (7)

称向量 (T1(G),…,Ts(G))为设计G 的均匀性模式.
从式(6)和定义1可知设计G 的均匀性模式Tg(G)和强度为t的正交表OA(n;qs1

1q
s2
2 ,t)之间有如下

关系.
定理1 对任意设计G∈U(n;qs1

1q
s2
2 ),当且仅当Tg(G)=0(g=1,2,…,t),且Tt+1

(G)>0时,设计G
是强度为t的正交表.

定理1表明设计G 的均匀性模式Tt(G)值越小,设计G 在t维上的投影设计越接近强度为t的正交表,
从正交性的角度来看,希望相同维数的投影设计具有较小的偏差值,下面将给出设计G 的最小低阶投影均

匀性(MPU)准则的定义.
定义2 对于任意两个设计G1,G2 ∈U(n;qs1

1q
s2
2 ),存在最小的正整数r 使得Tr(G1)≠Tr(G2),

Ti(G1)=Ti(G2),i=1,2,…,r-1.若Tr(G1)<Tr(G2),则称设计G1 比设计G2 有更小的低阶投影均匀

性,如果没有其他设计比G1有更小的投影均匀性,则称设计G1为最小低阶投影设计.设计G的MPU准则要

求序贯最小化(T1(G),…,Ts(G).
下面的定理建立了非对称设计G 的均匀性模式Tg(G)与字长型模式Rv(G)之间的解析联系,从投影

均匀性的角度为广义最小低阶混杂准则提供了一种统计评价.
定理2 对于任意设计G ∈U(n;qs1

1q
s2
2 ),u∈Jg.则

Tg(G)=∑
g

g1=0

(
8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2 ∑
(v1,v2)∈N

(
q1+1
8q21+1

)v1(
q2+1
8q22+1

)v2 ×

s1-v1

s1-g1

æ

è
ç

ö

ø
÷
s2-v2

s2-g2

æ

è
ç

ö

ø
÷Rv1v2

(G), (8)
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其中N ={(v1,v2):v1=0,…,g1,v2=0,…,g2,(v1,v2)≠ (0,0)},g2=g-g1.
证明 根据式(3)、(5)和(7),

Tg(G)=∑
g

g1=0
∑

u∈Jg1g2

[-(
4
3
)g +

1
n
(3
2
)g1(3
2
)g2∑

g1

k1=0
∑
g2

k2=0

(
8q1-1
9q1

)k1(
8q2-1
9q2

)k2 ×

Hk1k2
(Gu)]- ∑

g1+g2=g

[-(
4
3
)g +(

8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2]=

∑
g

g1=0
∑

u∈Jg1g2

[(3
2q1
)g1(3
2q2
)g2∑

g1

v1=0
∑
g2

v2=0
∑
g1

k1=0
∑
g2

k2=0

(
8q1-1
9q1

)k1(
8q2-1
9q2

)k2 ×

Pk1
(v1;g1,q1)Pk2

(v2;g2,q2)Rv1v2
(Gu)-(

8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2],

  根据∑
gf

kf=0
Pkf
(vf;gf,qf)y

kf
f =[1+(qf -1)yf]gf-vf(1-yf)

vf,f=1,2可得,

Tg(G)=∑
g

g1=0
∑

u∈Jg1g2

[(
8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2∑
g1

v1=0
∑
g2

v2=0

(
q1+1
8q21+1

)v1(
q2+1
8q22+1

)v2Rv1v2
(Gu)-

(
8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2]=∑
g

g1=0

(
8q21+1
6q21

)g1(
8q22+1
6q22

)g2 ∑
(v1,v2)∈N

(
q1+1
8q21+1

)v1(
q2+1
8q22+1

)v2 ∑
u∈Jg1g2

Rv1v2
(Gu),

  基于∑u∈Jg1g2
Rv1v2

(Gu)=
s1-v1

s1-g1

æ

è
ç
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ø
÷
s2-v2

s2-g2

æ

è
ç

ö

ø
÷Rv1v2

(G)可得式(8)成立,定理2得证.

定理2建立了非对称设计G的均匀性模式Tg(G)与字长型模式Rv1v2
(G)的解析联系,由式(8)可知,字

长型模式Rv1v2
(G)的系数为非负数,序贯最小化Tg(G)等价于序贯最小化Rv(G),表明 MPU 准则和

GMA准则几乎是等价的.下面的推论给出了对称设计G 的均匀性模式与字长型模式之间的解析联系.
推论1 对于任意对称设计G ∈U(n;qs),u∈Jg 并且1⩽g⩽s,

Tg(G)=(
8q2+1
6q2

)g∑
g

v=1

(q+1
8q2+1

)v s-v
s-g
æ

è
ç

ö

ø
÷Rv(G). (9)

3 几类扩大设计的均匀性模式与初始设计的字长型模式之间的关系

本节中主要给出二三混水平扩大设计 K(G23)[9]、二四混水平扩大设计 K(G24)[10]、四水平扩大设计

Q(G4)[7]及五水平扩大设计W(G5)[8]的均匀性模式与其对应的初始设计的字长型模式之间的解析联系.
定理3 对任意二三混水平设计G23 ∈U(n;2s13s2),其扩大设计为 K(G23)∈U(3n;24s133s2).当1⩽

g(=g1+g2)⩽s1+s2,有

Tg(K(G23))=∑
g

g1=0

(11
8
)g1(73
54
)g2 ∑

(v1,v2)∈N

(1
11
)v1(4
73
)v2
4s1-v1

g1-v1

æ

è
ç

ö

ø
÷
3s2-v2

g2-v2

æ

è
ç

ö

ø
÷×

[ 1
2s1 +3s2+1∑

s1

i1=0
∑
s2

i2=0
∑
s1

v1=0
∑
s2

v2=0
Pj1
(4i1;4s1,2)Pj2

(4i2;3s2,3)Pi1
(v1;s1,2)×

Pi2
(v2;s2,3)Rv1v2

(G23)+
2
3Pj1

(2s1;4s1,2)Pj2
(2s2;3s2,3)]. (10)

  证明 结合式(8)和文献[9]中的定理3即可得到定理3.
定理4 对任意二四混水平设计G24 ∈U(n;2s14s2),其扩大设计为 K(G24)∈U(4n;24s144s2).当1⩽

g(=g1+g2)⩽s1+s2,有

Tg(K(G24))=∑
g

g1=0

(11
8
)g1(43
32
)g2 ∑

(v1,v2)∈N

(1
11
)v1(5
129
)v2
4s1-v1

g1-v1

æ

è
ç

ö

ø
÷
4s2-v2

g2-v2

æ

è
ç

ö

ø
÷×
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[ 1
2s1+2s2+2∑

s1

i1=0
∑
s2

i2=0
∑
s1

v1=0
∑
s2

v2=0
Pj1
(4i1;4s1,2)Pj2

(4i2;3s2,4)Pi1
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  证明 结合式(8)和文献[10]中的定理3.1即可得到定理4.
定理5 对任意四水平设计G4 ∈U(n;4s),其扩大设计为Q(G4)∈U(4n;44s).当1⩽g⩽s,有
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  证明 结合式(9)和文献[7]中的定理3即可得到定理5.
定理6 对任意五水平设计G5 ∈U(n;5s),其扩大设计W(G5)∈U(5n;55s).当1⩽g⩽s,有
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  证明 结合式(9)和文献[15]中的定理4.7即可得到定理6.
定理3~6给出了几类扩大设计的均匀性模式与其初始设计的字长型模式之间的解析联系,这些联系表

明扩大设计的均匀性模式可通过其初始设计的字长型模式计算得到.

4 数值例子

本节通过数值例子验证本文的理论结果.
  例1 考虑如下初始的二三混水平设计G23 ∈
U(6;2131),K(G23)∈ U(18;2433)是其扩大设计,
该初始设计和其扩大设计来自文献[9]中的例1.
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由式(1)可得Rt1t2
(G23)值,根据式(2)可获得初始

设计G23 的字长型模式Rt(G23),具体结果见表1.
(注:“-”表示空).

表1 例1的数值结果

Tab.1 NumericalresultsofExample1

t Rt0(G23) Rt1(G23) Rt(G23)

0 1 0 -

1 0 0 0

2 - - 0

  由式(10)可得扩大设计K(G23)的均匀性模式(0.00,0.01,0.07,0.20,0.28,0.20,0.06).
例2 考虑如下初始的二四混水平设计G24 ∈U(4;2343),K(G24)∈U(16;212412)是其扩大设计,该初

始设计和其扩大设计见文献[10]中的

例5.1.
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由式(1)可得Rt1t2
(G24),根据式(2)

可得 初 始 设 计 G24 的 字 长 型 模 式

Rt(G24),具体结果见表2.

表2 例2的数值结果

Tab.2 NumericalresultsofExample2

t Rt0(G24) Rt1(G24) Rt2(G24) Rt3(G24) Rt(G24)

0 1 0 9 6 -
1 0 9 18 21 0
2 0 9 18 21 18
3 1 0 9 6 34
4 - - - - 39
5 - - - - 30
6 - - - - 6

  由式(11)可得到扩大设计 K(G24)的均匀性模式(0.00,0.33,10.26,1.52×102,1.42×103,9.51×103,

4.82×104,1.93×105,6.22×105,1.65×106,3.62×106,6.65×106,1.03×107,1.33×107,1.45×107,1.32×
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107,1.00×107,6.22×106,3.12×106,1.23×106,3.69×105,7.87×104,1.07×104,6.92×102).
例3 考虑初始的四水平设计G4∈U(8;47),Q(G4)∈U(32;428)是其扩大设计,该初始设计和其扩大

设计见文献[7]中的例2.
由式(2)可得初始设计G4 的字长型模式(0.00,0.06,0.40,1.14,1.61,1.13,0.32).根据式(12)可得扩大

设计K(G4)的均匀性模式(0.00,0.23,8.36,1.48×102,1.67×103,1.35×104,8.42×104,4.16×105,1.68×
106,5.65×106,1.60×107,3.85×107,7.94×107,1.41×108,2.15×108,2.83×108,3.21×108,3.14×108,

2.62×108,1.86×108,1.12×108,5.56×107,2.26×107,7.32×106,1.81×106,3.23×105,3.69×104,2.03×103).
例4 考虑初始的五水平设计G5 ∈U(10;55),W(G5)∈U(50;525)是其扩大设计,该初始设计和其扩

大设计见文献[15]中的例4.3.
由式(2)可得初始设计G5 的字长型模式(0.00,0.02,0.10,0.14,0.07).从式(13)可得扩大设计K(G5)的

均匀性模式(0.00,0.12,3.88,60.06,5.92×102,4.17×103,2.23×104,9.45×104,3.24×105,9.15×105,

2.15×106,4.26×106,7.13×106,1.01×107,1.21×107,1.22×107,1.04×107,7.39×106,4.32×106,2.05×
106,7.65×105,2.18×105,4.43×104,5.73×103,3.55×102).

5 总 结

本文基于WD 定义了非对称设计的均匀性模式,建立了非对称设计的均匀性模式与字长型模式之间的

解析联系,并分别给出了几类扩大设计的均匀性模式与其初始设计的字长型模式之间的解析联系,即扩大设

计的均匀性模式可以通过初始设计的字长型模式计算获得,这将大大减小直接计算扩大设计均匀性模式的

复杂程度.
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Uniformitypatternofseveralkindsofamplifieddesigns

TianJiezhong,ZhangShixian,BaiQiming,LiHongyi

(CollegeofMathematicsandStatistics,JishouUniversity,Jishou416000,China)

Abstract:Space-fillingdesignswithlargerunsizesarewidelyusedincomputerexperiments,itisdifficulttoconstruct
directly,space-fillingdesignswithlargerunsizesareoftenconstructedbyusingtheamplifiedmethodsinexistingstudies.
Basedonthewrap-aroundL2-discrepancy,theuniformitypatternofmixed-leveldesignsisdefined,therelationshipbetween
theuniformitypatternandthewordlengthpatternisestablished,andtheanalyticalrelationshipsarepresentedbetweentheuni-
formitypatternofseveralkindsofamplifieddesignsobtainedbytheamplifiedmethodsandthewordlengthpatternoftheinitial
designs.Finally,thetheoreticalresultsobtainedareverifiedbynumericalexamples.

Keywords:uniformitypattern;wrap-aroundL2-discrepancy;amplifieddesign;wordlengthpattern
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