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求解特定鞍点问题加速的 MSOR-Like方法
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摘 要:针对鞍点问题求解中传统方法收敛速度慢、计算复杂度高的问题,在改进逐次超松弛方法的基础上引

入加速因子,提出一种加速 MSOR-Like方法.该方法通过优化矩阵分裂与参数控制提升迭代效率与稳定性,并给出

收敛性条件.数值实验表明,该方法在迭代步数与计算时间上均优于最优参数的 MSOR-Like方法.
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鞍点问题广泛应用于科学计算与工程技术领域,尤其是在处理大型稀疏线性方程组时显得尤为关键,鞍
点问题中存在着众多复杂问题,如带权最小二乘、约束优化、计算流体动力学、线性与非线性规划,以及椭圆

型偏微分方程等[1-4]通过数值线性代数的方法,如离散化、有限元法和有限差分法等,都可以将这些复杂问

题转化为求解大型稀疏线性方程组的问题.
鞍点问题之所以特殊,是因为其系数矩阵通常呈现出一种独特的稀疏模式,这种稀疏结构特征使得传统

的直接求解方法(直接法、高斯消元法)在处理大规模矩阵问题时变得效率低下.为了解决这一难题,国内外

学者提出了一系列新的迭代方法,其中定常迭代方法主要包括SOR类方法、HSS(hermitianandskew-her-
mitiansplitting)类迭代以及Uzawa类方法,关于SOR类迭代方法,GOLUB等[5]率先提出了一种SOR-like
迭代法,深入研究了其收敛性和最优参数,并指出了发散区域.为了进一步提升收敛速度,BAI等[6]在此基础

上提出广义的逐次超松弛(generalizedsuccessiveover-relaxation,GSOR)迭代方法,通过引入另外的参数来

进一步加速求解鞍点问题.随后,NJERU等[7]通过引入两个参数来加速迭代,从而提出了加速的AOR(ac-
celeratedover-relaxation)迭代方法.众多学者对SOR类方法进行了多方面的改进,详情可参阅文献[8-
11].在HSS类迭代方法中,BAI等[12]提出了预处理的HSS迭代算法和加速的 HSS迭代算法[13],并验证了

HSS迭代法具备无条件收敛特性.随后,LI等[14]在此基础上通过交换两个参数的位置,提出了参数化的

preconditionedHermitianandSkew-Hermitiansplitting(PHSS)迭代法,近年来,针对 HSS迭代法,众多学

者继续深入探索与优化,具体可参阅文献[15-17].在Uzawa类方法中,ELMAN等[18]提出了参数不精确的

Uzawa方法,以及ZHENG等[19]提出的参数化Uzawa方法.至于非定常迭代方法,其主要依赖于Krylov子

空间方法.
现有的SOR-Like及其扩展方法(如GSOR和HSS)在求解稀疏鞍点问题方面具有算法简单、计算代价

低的优点,但在参数选取和迭代收敛性方面依赖于问题的具体条件,限制了其适用范围和求解效率.为解决其

  收稿日期:2024-12-18;修回日期:2025-02-20.

  基金项目:国家自然科学基金(11501525);郑州航院科技创新团队(23ZHTD01003);河南省高等学校重点科研项目计划

基础研究专项(25ZX013);河南省校企协同创新项目(26AXQXT110).

  作者简介(通信作者):张理涛(1980-),男,河南周口人,郑州航空工业管理学院教授,博士,主要从事数值代数与科学计

算及应用研究,E-mail:litaozhang@163.com.

  引用本文:张理涛,朱光旭.求解特定鞍点问题加速的 MSOR-Like方法[J].河南师范大学学报(自然科学版),2026,

54(3):60-67.(ZhangLitao,ZhuGuangxu.AnacceleratedMSOR-Likemethodforsolvingspecificsaddlepoint

problems[J].JournalofHenanNormalUniversity(NaturalScienceEdition),2026,54(3):60-67.DOI:10.16366/

j.cnki.1000-2367.2024.12.18.0002.)



带来的限制,MSOR-Like方法通过对 Hermitian和反 Hermitian分裂的优化,在理论上拓宽了松弛参数的

适用区间,更适配于稀疏矩阵的结构特性,但在收敛速度的进一步提升方面仍存在局限性.本文在 MSOR-
Like文的基础上,提出了求解鞍点问题的AMSOR-Like迭代算法,首先分析相应的迭代格式和迭代算法,
进而通过理论分析证明 AMSOR-Like迭代算法的收敛性及参数收敛范围,最后通过数值实验证明 AM-
SOR-Like迭代法相比 MSOR-Like具有更好的效率.

1 AMSOR-Like迭代法

1.1 MSOR-Like迭代法

鞍点问题的一般形式为:
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其中,A ∈Rm×m 为非对称正定矩阵,B∈Rm×n(m ⩾n)为列满秩矩阵,BT 为B 的转置矩阵,x,f∈Rm,且

y,g∈Rn 是已知向量.在文献[21]中针对鞍点问题(1)的系数矩阵进行了以下分裂,
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式(2)中,基于HSS分裂迭代法,矩阵A=H+S,H=1/2(A+AT),H 是正定的Hermitian矩阵,S=1/2(A-
AT),S 是反Hermitian矩阵,Q ∈Rn×n 为对称正定矩阵,引入松弛参数ω >0进行迭代,其迭代格式为:
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  MSOR-Like迭代法是一种改进的逐次超松弛方法,通过对鞍点问题的系数矩阵进行 Hermitian和反

Hermitian分裂,以构造迭代格式,其核心思想是利用矩阵分裂降低计算复杂度并且引入松弛参数调整迭代

步长,从而优化收敛速度.
1.2 AMSOR-Like迭代法

在 MSOR-Like的基础上,为进一步提高迭代速度,根据上述的分裂形式,引入加速因子γ,可得到AM-
SOR-Like的迭代格式,
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其中,G=(DM -γLM)
-1[(1-ω)DM +(ω+γ)LM +ωUM],T=ω(DM -γLM)

-1,通过简单的计算得,
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计算整理可得如下迭代算法:

X
(K+1)=(H +γS)-1[(1-ω)H -(ω-γ)S]X

(K)+ω(H +γS)-1(f-BY
(K)),

Y
(K+1)=Y

(K)+ωQ-1(BTX
(K+1)-g),{ (7)

其中,γ 的选择进一步加速了迭代速度,同时改善了迭代矩阵的特征值分布.相较于 MSOR-Like方法,AM-
SOR-Like方法不仅在收敛条件下减少了迭代步数,同时对初值选择的敏感性降低.

注记1 当ω=γ 时,AMSOR-Like迭代法就变成了MSOR-Like迭代法[21],当H=A,S=0,ω=γ时就

变成了SOR-Like迭代法[5].
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2 收敛性分析

本节中,在验证AMSOR-Like迭代法的收敛性时,用ρ(G)来表示迭代矩阵G 的谱半径.根据数值分析

理论可知,AMSOR-Like迭代法在当ρ(G)<1时是收敛的,下面给出几个相关的引理:
引理1 设λ 是迭代矩阵G 的特征值,则λ≠1.
证明 将迭代矩阵G 改写成以下形式,其中(uT,vT)T 为λ 对应的特征向量.
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通过计算可以得到

[(1-λ)(H +γS)-ωH -ωS]u-ωBv=0,

(1-λ)(γBTu-Qv)-ωBTu=0,{ (9)

式(9)中,当λ=1和ω>0时,可以导出
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  已知式(1)中A∈Rm×m 为非对称正定矩阵,B∈Rm×n(m⩾n)为列满秩矩阵,从而式中的系数矩阵是非

奇异,则u=0,v=0与(uT,vT)T 为λ 对应的特征向量相矛盾,所以λ≠1,证毕.
引理2 设λ为迭代矩阵G的任意一个特征值,松弛参数ω 在(0,2),(uT,vT)T 为λ对应的特征向量,必

有u≠0,v=0,则|λ|<1.
证明 若u=0带入式(9)中第1个等式,因ω >0,B∈Rm×n(m ⩾n)为列满秩矩阵,则v=0与(uT,

vT)T 为λ 对应的特征向量相矛盾.若u≠0,v=0改写式(9)的形式得

[(1-λ-ω)H +(γ-λγ-ω)S]u-ωBv=0,

v=[γBTu-
ωBTu
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]Q-1.
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  根据Rayleigh商的定义,令a=RH(u)=
uTHu
uTu

,b=Rs(u)=
uTSu
uTu

,c=RC(u)=
uTBTQ-1Bu

uTu
.

用uT/uTu 左乘式(11)的第1个等式可得

(1-λ-ω)a+(γ-λγ-ω)b=0, (12)

H 是正定的Hermitian矩阵,则a>0,H 是反Hermitian矩阵,则b=0,则λ=1-ω,0<ω<2,所以,-1<
λ<1则|λ|<1.

引理3[22] 一元二次方程λ2-bλ+c=0,其中b和c都是实数,两根之模均小于1,当且仅当|c|<1
及|b|<c+1.

定理1 假设参数ω 在(0,2)之间,AMSOR-Like迭代方法收敛当且仅当满足.
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. (13)

  证明 将式(11)中的第2个等式代入第1个等式,并在等式左边乘uT/uTu 得

(1-λ-ω)a+(γ-λγ-ω)b-ω[γc-
ωc
1-λ

]=0, (14)

a,b,c分别为矩阵H,S,BQ-1BT 的Rayleigh商,由于矩阵H 正定,S 反对称,BQ-1BT 半正定.
已知a>0,b=0,c>0,将式(14)化简

λ2+(ω-2+
c
aωγ)λ+(1-ω+

c
aω(ω-γ))=0. (15)

  由引理3可知
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  由于 a
c ⩾
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和2
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,得AMSOR-Like方法收敛,当且仅当式(13)成立.

注记2 cmax表示BTQ-1B的最大特征值,amin表示H 的最小特征值,当ω=γ时,可得ω 的取值范围与

文献[21]的一致.

3 数值实验

3.1 实验设置与算法性能对比分析

在本节中,对AMSOR-Like迭代方法与 MSOR-Like迭代方法进行了数值实验,并将两个迭代方法的

结果进行对比,考虑如下的Stokes问题[12]:

-vΔu+∇p=f,在Ω 内;

∇u=g,在Ω 内;

u=0,在∂Ω 上;

∫Ω
p(x)dx=0.
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其中,Ω=(0,1)×(0,1)∈R2 是矩形区域,∂Ω 为Ω 的边界,黏滞系数用v表示,Laplace算子表示为Δ,向
量函数u为Ω 上的速度,标量函数p则表示为压力,利用如下的迎风格式对式(19)进行离散,可得线性系统,
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这里,⊗表示矩阵的Kronecker积,tridiag代表1个三角矩阵,h=1/p+1为离散化网格步长,m=2p2,n=
p2,表示为矩阵的规模参数,黏滞系数v=1.

在本实验中,选取初始向量为 ((x*)T,(y*)T)T=(0,0,…,0)T,同时选取右端向量(fT,gT)T ∈Rm+n
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使得式(1)的精确解为((x*)T,(y*)T)T=(1,1,…,1)T ∈Rm+n[23].在迭代过程中,IT表示迭代步数,CPU
表示达到收敛要求所消耗的计算时间,eERR用于衡量实验的误差大小,使用 MALTAB编程语言,ERR<

10-6时停止计算,eERR定义如下:

eERR=
‖x

(k)-x*‖22+‖y
(k)-y*‖22

‖x
(0)-x*‖22+‖y

(0)-y*‖22
. (21)

  选取合适的正定矩阵Q 如表1所示.
表1 选择正定矩阵Q

Tab.1 SelectthepositivedefinitematrixQ

Caseno. MatrixQ Description

Ⅰ BT̂A-1B Â =diag(H)

Ⅱ BT̂A-1B Â =tridiag(H)

选取CaseⅠ和CaseⅡ为正定矩阵Q,进行实验计算,得到的IT、CPU和ERR如表2所示,误差下降速度

如图1至图2所示.
表2 AMSOR-Like方法与最优参数的 MSOR-Like方法的IT,CPU和ERR比较

Tab.2 ComparisonofIT,CPU,andERRbetweentheAMSOR-Likemethodand
theMSOR-Likemethodwithoptimalparameters

m 128 512 1152 2048

n 64 256 576 1024

m+n 192 768 1728 3072

CaseI AMSOR-Like ω 1.00 0.99 0.95 0.90

γ 0.85 0.86 0.75 0.66

IT 23 26 26 28

CPU 0.0213 0.4611 4.1497 26.2812

eERR 9.0775e-07 9.1873e-07 8.7143e-07 7.5001e-07

MSOR-Like ω 1.00 0.99 0.95 0.90

IT 27 34 39 41

CPU 0.0336 0.5654 6.0588 37.0395

eERR 9.7061e-07 9.5964e-07 9.1009e-07 8.2018e-07

CaseII AMSOR-Like ω 1.01 0.98 0.97 0.96

γ 0.90 0.75 0.75 0.75

IT 23 25 26 26

CPU 0.0209 0.4046 3.4992 24.7538

eERR 9.8564e-07 9.6161e-07 7.206e-07 8.0831e-07

MSOR-Like ω 1.01 0.98 0.97 0.96

IT 26 27 27 29

CPU 0.0227 0.4501 3.9891 29.8681

eERR 7.6906e-07 9.5502e-07 9.3619e-07 7.9038e-07

  在表2中,得到了不同的矩阵规模下的IT、CPU和eERR的数值结果,可以看出在选取合适的对称正定矩

阵Q 时,AMSOR-Like方法比最优参数的 MSOR-Like方法具有更少的迭代步数和更快的收敛速度.在图1
至图2中,对比2种方法的误差随迭代步数增加的变化趋势,可以直观地看出AMSOR-Like方法比最优参

数的 MSOR-Like方法更快地达到实验精度.
在图3和图4中,可以看出AMSOR-Like的迭代矩阵特征值分布相比选取最优参数的 MSOR-Like迭

代矩阵特征值分布更加聚集,实际求解时收敛效果会更好.
注记3 AMSOR-Like方法的参数并不是最优的,只是在收敛域范围内.
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4 结 论

本文在 MSOR-Like方法的基础上,通过引入了一个加速因子,从而提出了AMSOR-Like方法.推导了

该方法的收敛条件,借助一系列的数值实验,验证了当选取恰当的加速因子时,AMSOR-Like方法相较于最

优参数的 MSOR-Like方法展现出更快的收敛速度,证实了在解决大型稀疏矩阵的鞍点问题方面,AMSOR-
Like方法展现出了更好的收敛效率.
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AnacceleratedMSOR-Likemethodforsolvingspecificsaddlepointproblems

ZhangLitaoa,ZhuGuangxub

(a.SchoolofMathematics;b.SchoolofAeronauticsandAstronautics,ZhengzhouUniversityof

Aeronautics,Zhengzhou450046,China)

  Abstract:Toaddresstheissuesofslowconvergenceandhighcomputationalcomplexityintraditionalmethodsforsol-
vingsaddlepointproblems,anacceleratedMSOR-Likemethodisproposedbyintroducinganaccelerationfactorbasedonthe
improvedsuccessiveover-relaxationapproach.Thismethodenhancesiterationefficiencyandstabilitythroughoptimizedmatrix
splittingandparametercontrol,withconvergenceconditionsestablished.Numericalexperimentsdemonstratethattheproposed
methodoutperformstheoptimallyparameterizedMSOR-Likemethodintermsofbothiterationcountandcomputationtime.

Keywords:saddlepointproblem;convergence;SORiterativemethod;matrixsplitting
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河南师范大学硼化学科研团队荣获2025年度
河南省自然科学奖一等奖

近日,河南省人民政府正式发布了《关于2025年度河

南省科学技术奖励的决定》.其中,河南省自然科学奖一等

奖3项、二等奖22项、三等奖8项,河南师范大学化学化工

学院陈学年教授团队申报的“硼烷和有机硼酸化合物的创

制与应用”项目荣获2025年度河南省自然科学奖一等奖,
该成果不仅彰显了我校在基础研究领域的领先地位,更为

我国硼化学学科发展和产业升级注入强劲动能.
陈学年教授团队长期深耕硼化学基础研究,取得系列

原创性突破,获国内外硼化学领域专家广泛认可.其获奖的

研究成果首次阐明困扰国际学界近百年的硼簇形成机理,
被国际同行评价为“将基础发现成功转化为高效合成应

用”,填补了该方向理论空白.团队还突破传统认知,发展硼

烷配合物在硼中子俘获疗法(BNCT)中的应用路径,为硼

药研发提供关键物质与技术支撑.该团队依托“河南省硼化

学与先进材料重点实验室”,联合河南心连心化学工业集团

等企业,构建了“基础研究-技术突破-产业转化”全链条

创新体系.项目期内开发出高效硼化合物合成工艺,申请发

明专利21件,发表SCI论文100余篇;多项成果被国际权

威期刊报道,部分技术已实现产业化,助力河南省硼化学产

业的转型升级.
(河南师范大学化学化工学院 陈西孟)
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