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一类具有Lévy噪声的COVID-19传播动力学行为分析

谭远顺,冉崇玉

(重庆交通大学 数学与统计学院,重庆400074)

摘 要:随机扰动在传染病的传播过程中是不可避免的,为了研究这种扰动对COVID-19传播的影响,提出了

一种同时具有白噪声和Lévy跳跃的随机SIVR(易感-感染-疫苗接种-康复)流行病模型.首先,通过构造合适的李雅

普诺夫函数,证明了全局正解的存在唯一性;然后,通过定义随机系统的阈值,得到了疾病的灭绝和持续存在的充分

条件.最后,数值模拟验证了理论分析的结果,结果表明高强度的Lévy噪声有利于快速抑制COVID-19的传播.
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新型冠状病毒(COVID-19)对人类健康、全球经济和社会行为产生了巨大影响[1].该病毒潜伏期长,传播

途径多样化,以及病毒的强变异性、高传染性和复发性等给疫情防控带来了极大的困难.由于目前尚无针对

COVID-19的有效治疗或药物,接种疫苗被认为是预防新冠最有效最经济的手段[2].
与疾病传播相关的疫苗接种计划一直是理论和应用深入分析的主题,大量学者将疫苗接种纳入到数学

建模中.大多数确定性模型都源自经典的克马克·梅肯德里克SIR模型.随后,人们研究并扩展了许多其他

模型.例如,文献[3]研究了一个具有疫苗接种的SIV模型,给出了多重地方性平衡和向后分岔存在的条件.
文献[4]提出了一个新的SIVR模型,研究了疫苗接种策略与疫苗效力之间的相互作用.LIU等[5]创建了脉

冲接种方法(PVS)和连续接种策略(CVT)的两个SVIR模型,研究了这两个系统的基本繁殖数对疾病动态

行为的影响,结果表明,可以通过疫苗接种来减小基本繁殖数控制疾病.上述工作表明,确定性模型是研究传

染病动态的主要创新之一.
然而,所有的确定性模型都没有考虑到参数及环境的变化.在现实生活中,传染病的传播过程不可避免

地会发生随机干扰和随机现象[6-7].而且在随机系统中,会考虑变量的平均值及其标准差,随机系统可以产

生不同的预测.然而,当满足特定的初始条件时,确定性系统会产生相同的结果.因此,随机模型能更合理地

刻画疾病的传播规律[8-9],在这些确定性模型中引入白噪声是研究者的普遍做法.例如,TORNATORE[10]提
出了一个带有着疫苗接种的随机SIVR模型,讨论了疾病的持久与灭绝的阈值条件,结果表明,白噪声可以

改变确定性系统的动态行为,随机扰动可以抑制疾病的传播.MAHROUF等[11]分析了一个具有特定非线性

发病率的随机SIVR流行病模型,研究表明,始终需要利用非药物干预措施和疫苗接种策略来预防疾病的传

播.面对突如其来的疫情,学者们也关注到利用白噪声并结合疫苗接种策略来分析COVID-19的动力学行

为.IKRAM等[12]在SIVR模型中纳入了白噪声和时滞效应,讨论了白噪声强度和疫苗接种时间对疾病动态
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行为的影响,结果表明,白噪声在控制COVID-19传播方面发挥着巨大的作用,足够大的白噪声会导致CO-
VID-19的消失.

事实上,上述这些带白噪声的随机模型并不能有效地模拟传染病在传播过程中一些突发现象.研究表

明,像COVID-19这类疾病在传播过程中有许多不确定因素.一方面,传播过程不仅会受环境等一些小的随

机扰动的影响,可以用白噪声来描述;另一方面,模型参数还会受病毒基因突变等产生的剧烈波动的影响,该
波动通常会高于高斯白噪声[13].因此,为了更好地刻画这些不可预测的随机特征和突发现象,提出了一个同

时包含白噪声和Lévy噪声的随机SIVR模型来更加真实合理地描述随机扰动对COVID-19传播的影响.
针对COVID-19,新变异毒株对疫苗以及个体感染后所形成的免疫的逃避能力在增强,接种疫苗者和既往

感染者过了免疫期都会再次感染.然而,目前还没有COVID-19的文章将康复者会再次感染的这个机理纳入到

SIVR模型中.因此推广了文献[12]中的SIVR模型来更加真实合理地刻画COVID-19的传播规律.此外,奥密克

戎病毒的变异性特别强.相对于先前的BA.5,其亚型BF.7的传播速度更快,隐匿性和传染力加强,潜伏期及代

间距更短.病毒不断变异,全球疫情形势错综复杂且存在很大的不确定性[14-15].但大部分关于COVID-19的随

机SIVR模型都只考虑了白噪声的影响.因此,为了更好地描述COVID-19在传播过程中的显著扰动及不确定

性因素,根据COVID-19的传播机理及生物学因素,在推广的SIVR模型中同时引入白噪声和Lévy噪声.随后

对该系统的动力学行为进行了定性、定量分析,包括正解的存在唯一性、疾病持久性和灭绝性.数值模拟和理论

结果表明随机扰动会影响疾病的动态行为,而且较大的Lévy噪声更有利于抑制COVID-19传播,防止疫情反

弹.本文的模型揭示了COVID-19的流行规律,预测了其变化发展趋势,对预防COVID-19的大流行有指导作用.

1 模型的建立

根据新型冠状病毒的传播机理,考虑到奥密克戎病毒的高隐匿性和强传染性,结合恢复者过了免疫期存

在再次感染的传播情况,在文献[12]的基础上,建立了如下所示的SIVR传染病模型:
dS
dt=Λ-βSI-(μ+p)S+αR+θV,

dI
dt=βSI+ρβVI-(λ+μ)I,

dV
dt=pS-ρβVI-(θ+μ)V,

dR
dt=λI-(μ+α)R .
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(1)

在模型(1)中,t表示时间,S(t)、I(t)、V(t)、R(t)分别表示易感者、感染者、疫苗接种者、恢复者在t时刻的

人数.参数Λ 表示招募率,β表示接触率,μ 表示自然死亡率,p 表示在易感人群中接种疫苗的比率,α 表示康

复者再次成为易感者的比率,θ 表示疫苗接种者失效的比率,λ 表示康复率,ρ 表示疫苗接种者接触感染者的

感染率.Λ,β,μ,p,α,θ,λ,ρ 均为正常数.
事实上,生物和流行病学现象也不可避免地受到小的随机波动或大的环境变化等影响,加入随机噪声可

以真实合理地描述这些现象.对于COVID-19,奥密克戎病毒变异性特别强,新型变异毒株在变异过程中存

在很多不确定性因素,会对系统的动力学行为产生强大的波动,而布朗运动是无法很好地描述这些非常态现

象,这就需要建立带有Lévy噪声的随机微分方程[16-17].因此,本文建立并研究如下所示的由Lévy噪声驱动

的随机SIVR传染病模型:

dS=[Λ-βSI-(μ+p)S+αR+θV]dt+δ1SdB1(t)+∫Y
q1(y)S(t-)􀮃N(dt,dy),

dI=[βSI+ρβVI-(λ+μ)I]dt+δ2IdB2(t)+∫Y
q2(y)I(t-)􀮃N(dt,dy),

dV=[pS-ρβVI-(θ+μ)V]dt+δ3VdB3(t)+∫Y
q3(y)V(t-)􀮃N(dt,dy),

dR=[λI-(μ+α)R]dt+δ4RdB4(t)+∫Y
q4(y)R(t-)􀮃N(dt,dy).
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(2)

54第2期          谭远顺,等:一类具有Lévy噪声的COVID-19传播动力学行为分析



模型(2)中各参数含义与模型(1)相同.S(t-),I(t-),V(t-),R(t-)分别表示S(t),I(t),V(t),R(t)的

左极限.其中Bi(t)(i=1,2,3,4)表示在完备的概率空间(Ω,F,P)上的相互独立的布朗运动,{Ft}t>0 表示

滤流;σi >0(i=1,2,3,4)表示布朗运动Bi(t)(i=1,2,3,4)的强度;qi>-1(i=1,2,3,4)表示Lévy跳噪

声强度;N(dt,dy)表示Poisson随机测度,􀮃N(dt,dy)=N(dt,dy)-ν(dy)dt,􀮃N(dt,dy)是{Ft}适应的鞅,

ν(dy)dt是平稳补偿,ν为定义在可测集Y ⊂ [0,∞)上的测度,满足ν(Y)< ∞.

2 全局正解的存在唯一性

当研究流行病模型的动态行为时,要知道该系统的解是不是全局的、非负的和有界的.在这部分中,将利

用文献[18-19]中的李亚普诺夫分析方法来证明系统(2)的解是非负的和全局的.系统(2)的变量S(t),

I(t),V(t),R(t)分别代表t时刻易感和受感染的人口密度,因此,它们必须是正的.为此,有如下定义:

Γ={(S(t),I(t),V(t),R(t))∈R4+∶S(t)+I(t)+V(t)+R(t)⩽
Λ
μ
}.

  首先,要证明Γ 是随机系统(2)的正不变集.
定理1 如果 (S(0),I(0),V(0),R(0))∈Γ,那么对所有的t⩾0,((S(t),I(t),V(t),R(t))∈Γ.即

集合Γ 是系统(2)的正不变集.
证明 假设(S(0),I(0),V(0),R(0))∈Γ,n0足够大且n0>0,使得(S(0),I(0),V(0),R(0))的每个

分量都在区间(1
n0

,Λ
μ
)内.对于每个整数n⩾n0,将停止时间定义为:􀭹πn =inf{t>0∶(S(t),I(t),V(t),

R(t))=X(t)∈Γ,X(t)∉(
1
n
,Λ
μ
]4},􀭹π=inf{t>0:X(t)∉Γ}.实际上,需要证明对所有的t>0,P(􀭹π<

t)=0.显然,P(􀭹π<t)⩽P(􀭹πn <t).接下来,证明lim
n→+∞
supP(􀭹πn <t)=0.

构造一个如下所示的C2 函数F:R4+→R+,F(X)=
1
S +

1
I +

1
V +

1
R.应用Itôs公式可得

dF(S,I,V,R)=LF(S,I,V,R)dt-
δ1
SdB1(t)-

δ2
IdB2(t)-

δ3
VdB3(t)-

δ4
RdB4(t)-

∫Y
[

q1(y)
S+q1(y)S

+
q2(y)

I+q2(y)I
+

q3(y)
V+q3(y)V

+
q4(y)

R+q4(y)R
]􀮃N(dt,dy), (3)

其中,

LF(S,I,V,R)⩽(βI+μ+p+δ21+∫Y

q21(y)
1+q1(y)

v(dy))
1
S +(λ+μ+δ22+∫Y

q22(y)
1+q2(y)

v(dy))
1
I +

(ρβI+θ+μ+δ23+∫Y

q23(y)
1+q3(y)

v(dy))
1
V +(μ+α+δ24+∫Y

q24(y)
1+q4(y)

v(dy))
1
R. (4)

因此,

dF(S,I,V,R)⩽ηF(X)dt-
δ1
SdB1(t)-

δ2
IdB2(t)-

δ3
VdB3(t)-

δ4
RdB4(t)-

∫Y
[

q1(y)
S+q1(y)S

+
q2(y)

I+q2(y)I
+

q3(y)
V+q3(y)V

+
q4(y)

R+q4(y)R
]􀮃N(dt,dy), (5)

其中,

η=max{βI+u+p+δ21+∫Y

q21(y)
1+q1(y)

v(dy),λ+μ+δ22+∫Y

q22(y)
1+q2(y)

v(dy),

ρβI+θ+μ+δ23+∫Y

q23(y)
1+q3(y)

v(dy),μ+α+δ24+∫Y

q24(y)
1+q4(y)

v(dy)}. (6)

  根据富比尼定理[20]和Gronwall引理,可以推导出

EF(X(t∧􀭹πn))⩽F(X(0))eη
(t∧􀭹πn)⩽F(X(0))eηt,∀t⩾0. (7)
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考虑到X(􀭹πn)的分量不会超过1
n
,鉴于F(X(t∧􀭹πn))>0,有

EF(X(t∧􀭹πn))⩾E[F(X(􀭹πn))1{􀭹πn<t}
]⩾nP(􀭹πn <t),P(􀭹πn <t)⩽

F(X(0))eηt

n
,∀t⩾0.

因此

lim
n→+∞
supP(􀭹πn <t)=0. (8)

即P(􀭹πn =∞)=1,可以得到解的存在性.
由于P(􀭹π<t)⩽P(􀭹πn <t),可得P(􀭹π<t)=0,也就是说P(􀭹π=∞)=1.此外,可使用文献[21]的方

法,将模型(1)的所有方程相加,可推得N(t)=S(t)+I(t)+V(t)+R(t)⩽
Λ
μ

.这就保证了Γ 是有界的.

根据正不变集的定义,可以得到集合Γ 是系统(2)的正不变集.
定理2 对于任何初始值(S(0),I(0),V(0),R(0))∈R+

4,即对所有的t>0,系统(2)有一个唯一的全

局正解(S(t),I(t),V(t),R(t))∈R+
4.

证明 考虑到模型(2)系数的局部李普希兹连续性,对于任何初始值 (S(0),I(0),V(0),R(0))∈R+
4,

存在πe >0,在[0,πe]上存在唯一的局部解(S(t),I(t),V(t),R(t)),πe 表示爆炸时间.为了证明解是全局

的,需证明πe =∞.假设m0 >0足够大,使得S(0),I(0),V(0)和R(0)在区间[1
m0

,m0]内.对于每个整数

m ⩾m0,定义停时:

πm =inf{t∈ [0,πe]∶S(t)∉ (
1
m
,m),I(t)∉ (

1
m
,m),V(t)∉ (

1
m
,m),R(t)∉ (

1
m
,m)}. (9)

显然πm 是递增序列.设π∞ =lim
m→∞

πm,那么π∞ ⩽πe.若π∞ =∞,那么πe=∞.因此,对所有的t>0,(S(t),

I(t),V(t),R(t))∈R+
4.相反地,假设π∞ < ∞,则存在常数T >0及ε∈ (0,1)使得P({π∞ ⩽T})>ε.

因此存在正整数m1 ⩾m0,使得P({τm ⩽T})⩾ε,m ⩾m1.
定义一个C2 函数W(S,I,V,R):R4+→R+ 如下:

W(S,I,V,R)=(S-a-alnS
a
)+(I-1-lnI)+(V-1-lnV)+(R-1-lnR),

其中,a 是一个正的常数.应用Itôs公式可得

dW =LWdt+δ1(S-a)dB1(t)+∫Y
[q1(y)S-aln(1+q1(y))]􀮃N(dt,dy)+δ2(I-1)dB2(t)+

∫Y
[q2(y)I-ln(1+q2(y))]􀮃N(dt,dy)+δ3(V-1)dB3(t)+∫Y

[q3(y)V-ln(1+

q3(y))]􀮃N(dt,dy)+δ4(R-1)dB4(t)+∫Y
[q4(y)R-ln(1+q4(y))]􀮃N(dt,dy), (10)

其中,

LW =∫Y
[aq1(y)-aln(1+q1(y))+q2(y)-ln(1+q2(y))+q3(y)-ln(1+q3(y))+q4(y)-

ln(1+q4(y))]v(dy)+Λ+3μ+(μ+p)a+θ+λ+α+[(a+ρ)β-μ]I-μS-μV-μR-

a
SΛ-

a
SθV-

a
SαR-βS-ρβV-

pS
V -

λI
R +

aδ21+δ22+δ23+δ24
2 . (11)

  此外,存在一个常数N0 使得0⩽∫Y
[qi(y)-ln(1+qi(y))]v(dy)⩽N0,i=1,2,3,4.因此

LW ⩽Λ+3μ+(μ+p)a+θ+λ+α+
(a+ρ)βΛ

μ
+
aδ21+δ22+δ23+δ24

2 +aN0+3N0∶=K.(12)

故

0⩽EW(S(πmΛT),I(πmΛT),V(πmΛT),R(πmΛT))⩽W(S(0),I(0),V(0),R(0))+KT.
  假设Ωm ={πm ⩽T},有P(Ωm)⩾ε.对任意的ω ∈Ωm,S(πm,ω),I(πm,ω),V(πm,ω),R(πm,ω)至
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少有一项等于m 或1
m
,那么

W(S(0),I(0),V(0),R(0))+KT ⩾E[1Ωm
W(S(ω),I(ω),V(ω),R(ω))]⩾εmin{m-a-

alnm
a
,1
m -a+aln(am),m-1-lnm,1m -1+lnm},

其中,1Ωm
是Ωm 的示性函数.当m → ∞ 时,∞ >W(S(0),I(0),V(0),R(0))+KT =∞,矛盾.因此必有

π∞ =∞,这意味着(S(t),I(t),V(t),R(t))在有限时间内不会爆炸,定理2得证.

3 疾病的灭绝性

在这部分内容,将研究疾病消失的条件.为了简单起见,首先定义符号:<x(t)>t=
1
t∫

t

0
x(s)ds.对于随机

系统(2),对阈值􀭾R0 的定义如下:􀭾R0=
βΛ+μ∫Y

[ln(1+q2(y))-q2(y)]v(dy)

μ(λ+μ+
δ2
2

2
)

.

定理3 假设对任意的初值 (S(0),I(0),V(0),R(0))∈R4+,(S(t),I(t),V(t),R(t))是系统(2)的

解.若􀭾R0 <1,那么lim
t→∞
sup
lnI(t)

t ⩽ (λ+μ+
δ2
2

2
)(􀭾R0-1),lim

t→∞
<S(t)>t =

Λ(θ+μ)
μ(p+θ+μ)

,lim
t→∞
<V(t)>t =

pΛ
μ(p+θ+μ)

,lim
t→∞
<R(t)>t=0 a.s.即I(t)几乎必然以指数形式趋向于0,也就是说疾病会以概率1灭绝.

证明 将系统(2)的所有方程相加得:

d(S+I+V+R)= [Λ-μ(S+I+V+R)]dt+δ1SdB1(t)+δ2IdB2(t)+δ3VdB3(t)+δ4RdB4(t)+

∫Y
q1(y)S􀮃N(dt,dy)+∫Y

q2(y)I􀮃N(dt,dy)+∫Y
q3(y)V􀮃N(dt,dy)+∫Y

q4(y)R􀮃N(dt,dy). (13)

对上述等式(13)从0到t积分可得:

<S(t)>t=
Λ
μ

-<I(t)>t-<V(t)>t-<R(t)>t+φ1(t), (14)

<S(t)+V(t)>t=
Λ
μ

-<I(t)>t-<R(t)>t+φ1(t), (15)

其中,

φ1(t)=-
1
μ
(S(t)-S(0)

t +
I(t)-I(0)

t +
V(t)-V(0)

t +
R(t)-R(0)

t
)+
1
μ
[δ1
∫

t

0
S(s)dB1(s)

t +

δ2
∫

t

0
I(s)dB2(s)

t +δ3
∫

t

0
V(s)dB3(s)

t +δ4
∫

t

0
R(s)dB4(s)

t +
∫

t

0∫Y
q1(y)S(s)􀮃N(ds,dy)

t +

∫
t

0∫Y
q2(y)I(s)􀮃N(ds,dy)

t +
∫

t

0∫Y
q3(y)V(s)􀮃N(ds,dy)

t +
∫

t

0∫Y
q4(y)R(s)􀮃N(ds,dy)

t
].

借鉴文献[22]的方法,可得lim
t→∞

φ1(t)=0.应用广义的Itôs公式,

dlnI=[βS+ρβV-(λ+μ)-
δ22
2+∫Y

(ln(1+q2(y))-q2(y))v(dy)]dt+δ2dB2(t)+

∫Y
ln(1+q2(y))􀮃N(dt,dy)⩽ [β(S+V)-(λ+μ)-

δ22
2+∫Y

(ln(1+q2(y))-

q2(y))v(dy)]dt+δ2dB2(t)+∫Y
ln(1+q2(y))􀮃N(dt,dy). (16)
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结合式(15),对式(16)从0到t积分并同时除以t可得:

lnI(t)
t ⩽β

Λ
μ

-(λ+μ)-
δ22
2+∫Y

(ln(1+q2(y))-q2(y))v(dy)+φ2(t), (17)

其中φ2(t)=βφ1(t)+
∫

t

0
δ2dB2(s)

t +
∫

t

0∫Y
ln(1+q2(y))􀮃N(ds,dy)

t +
lnI(0)

t .根据强大数定理[22]可得

lim
t→∞

φ2(t)=0.

若􀭾R0 <1,对不等式(17)取极限可得:

lim
t→∞
sup
lnI(t)

t ⩽ (λ+μ+
δ22
2
)(
βΛ+μ∫Y

(ln(1+q2(y))-q2(y))v(dy)

μ(λ+μ+
δ22
2
)

-1)=

(λ+μ+
δ22
2
)(􀭾R0-1)<0.

故

lim
t→∞

I(t)=0 a.s. (18)

  由系统(2)的最后一个方程可得:

<R(t)>t=
λ

μ+α
<I(t)>t+

1
μ+α

[-
R(t)-R(0)

t +
∫

t

0
δ4R(s)dB4(s)

t +
∫

t

0∫Y
q4(y)R(s)􀮃N(ds,dy)

t
].(19)

结合式(18)可得:

lim
t→∞
<R(t)>t=0 a.s. (20)

  将系统(2)的第2个与第3个方程相加,并结合式(18)和(20)有

lim
t→∞
<V(t)>t=

pΛ
μ(p+θ+μ)

 a.s. (21)

同理可得:lim
t→∞
<S(t)>t=

Λ(θ+μ)
μ(p+θ+μ)

 a.s.

4 疾病的持久性

在这部分内容中,将探讨疾病持续存在的条件.定义􀭾Rjp为:

􀭾Rjp =
ρβΛ+μ∫Y

[ln(1+q2(y))-q2(y)]v(dy)

μ(λ+μ+
δ22
2
)

.

  定理4 假设对任意的初值 (S(0),I(0),V(0),R(0))∈R4+,(S(t),I(t),V(t),R(t))是系统(2)的

解.若􀭾Rjp >1,那么lim
t→∞
inf<S(t)>t ⩾

Λμ
βΛ+μ

2+pμ
>0,lim

t→∞
inf<I(t)>t ⩾

(μ+α)(2λ+2μ+δ2
2)

2ρβ(μ+α+λ)
(􀭾Rjp -

1)>0,lim
t→∞
inf<V(t)>t⩾

pΛμ
2

(ρβΛ+θμ+μ
2)(βΛ+μ

2+pμ)
>0,lim

t→∞
inf<R(t)>t⩾

λ(2λ+2μ+δ22)
2ρβ(μ+α+λ)

(􀭾Rjp-1)>

0 a.s.

  证明 通过式(15)和(19),可以得到 <S(t)+V(t)>t=
Λ
μ

-(1+
λ

μ+α
)<I(t)>t+φ3(t),其中,

φ3(t)= -
1

μ+α
[-

R(t)-R(0)
t +

∫
t

0
δ4R(s)dB4(s)

t +
∫

t

0∫Y
q4(y)R(s)􀮃N(ds,dy)

t
]+φ1(t),lim

t→∞
φ3(t)=0.
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结合式(16),可推得:

dlnI⩾ [ρβ(S+V)-(λ+μ)-
δ22
2+∫Y

(ln(1+q2(y))-q2(y))v(dy)]dt+

δ2dB2(t)+∫Y
ln(1+q2(y))􀮃N(dt,dy).

将此不等式的两边均从0到t积分并同时除以t可得:

lnI(t)
t ⩾ρβ

Λ
μ

+∫Y
(ln(1+q2(y))-q2(y))v(dy)-(λ+μ)-

δ22
2-ρβ(1+

λ
μ+α

)<I(t)>t+

∫
t

0
δ2dB2(s)

t +
∫

t

0∫Y
ln(1+q2(y))􀮃N(ds,dy)

t +φ4(t), (22)

其中,φ4(t)=ρβφ3(t)+
lnI(0)

t
,lim
t→∞

φ4(t)=0.

若􀭾Rjp >1,可以推得:

lim
t→∞
inf<I(t)>t ⩾

(μ+α)(λ+μ+
δ22
2
)

ρβ(μ+α+λ)
[
ρβΛ+μ∫Y

(ln(1+q2(y))-q2(y))v(dy)

μ(λ+μ+
δ22
2
)

-1]=

(μ+α)(λ+μ+
δ22
2
)

ρβ(μ+α+λ)
[􀭾Rjp -1]>0. (23)

由式(19)可得:

lim
t→∞
inf<R(t)>t ⩾

λ(λ+μ+
δ22
2
)

ρβ(μ+α+λ)
[􀭾Rjp -1]>0. (24)

同理,由系统(2)的第1个方程以及第3个方程可推得:

lim
t→∞
inf<S(t)>t ⩾ μΛ

μ
2+pμ+βΛ

>0,lim
t→∞
inf<V(t)>t ⩾

pμ
ρβΛ+θu+u2

Λu
βΛ+μ

2+pμ
>0 a.s.(25)

5 数值模拟

为了验证上述理论分析的合理性,将在本节中进行数值模拟.采用了文献[23]中描述的数值模拟方法.
在图1中选择如下参数:Λ=1,β=0.2,μ=0.35,p=0.8,α=1,θ=0.5,ρ=0.8,λ=0.25,δ1=0.03,

δ2=0.4,δ3=0.1,δ4=0.1,q1(y)=1,q2(y)=0.55,q3(y)=1,q4(y)=1,以及初始值为(S(0),I(0),V(0),

R(0))=(0.8,0.6,0.0,0.2).计算可得􀭾R0=0.7582<1,这意味着该疾病会灭绝.如图1所示,可以清楚地看

到当易感者S(t)和疫苗接种者V(t)达到最大值时,会趋于平衡.而该SIVR模型的其他组成部分,即感染

者I(t)和恢复者R(t)最终都会趋于零.也就是说,该疾病最终会消失.同时,还可以观察到带有随机噪声的

曲线先趋于零,带有Lévy噪声的曲线趋于零的速率更快.这意味着随机噪声会加快疾病消失的速率,与白噪

声相比,Lévy噪声更有利于促进疾病的灭绝.通过上述的讨论,可以得出结论:在满足一定的阈值条件下,疾
病会灭绝,而且Lévy噪声将会加速疾病的灭绝.这与本文关于COVID-19灭绝性的理论结果相一致.

在图2中,选择如下参数:Λ=1,β=0.3,μ=0.3,p=0.8,α=1,θ=0.21,ρ=0.8,λ=0.35,δ1=0.01,

δ2=0.02,δ3=0.01,δ4=0.01,q1(y)=1,q2(y)=0.35,q3(y)=1,q4(y)=1,以及初始值(S(0),I(0),V(0),

R(0))=(0.8,0.6,0.0,0.2).通过计算,得到􀭾Rjp =1.1920>1,这表明该疾病会持续存在.如图2所示,观察

到表示随机系统解的曲线围绕着表示确定性系统解的曲线扰动.这意味着当噪声强度相对较小时,随机干扰

对随机系统的影响较弱,且随机模型的动态特性与确定性模型相似.另外,可以清楚地看到,与带有白噪声的
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随机系统解的曲线

相比,带有Lévy噪

声的随机系统解的

曲线波动 更 大.这
表 明 与 白 噪 声 相

比,Lévy噪声对随

机 系 统 的 影 响 更

大.此外,还注意到

SIVR的所有4个

区间最终都保持在

一个相对稳定的波

动水平,这意味着

在相对较弱的噪声

下,这种疾病是持

续存在的.这 与 有

关COVID-19持续

性 的 理 论 结 果 相

一致.
在图3中,固

定图2中的其他参数不变,只改变白噪声和Lévy噪声的强度,δ1=0.1,δ2=0.6,δ3=0.1,δ4=0.1,q1(y)=

1,q2(y)=1.5,q3(y)=1,q4(y)=1.通过计算得出确定性系统(1)的阈值Rp = βΛ(μ+θ+ρp)
(λμ+μ

2)(μ+p+θ)
=

1.4839>1以及􀭾Rjp =0.8532<1.如图3所示,在确定性系统中,感染者I(t)和恢复者R(t)的曲线轨迹稳

定在一定水平,但
在随 机 系 统 中 它

们最终会趋于零.
与白噪声相比,带
有Lévy噪声的曲

线波动更大,趋于

零的速度更快.这
表明 随 机 噪 声 在

疾病 传 播 的 动 态

过程 中 起 着 重 要

的作用,它对随机

系统 的 影 响 不 容

忽视.当环境受到

强烈 的 随 机 扰 动

时,该疾病可以得

到控制,停止在人

群中传播.鉴于上

述数值模拟,可以

得出结论:白噪声

和Lévy噪声都可以抑制疾病的传播,随着白噪声和Lévy噪声强度的增加,疾病最终消失.与白噪声相比,高
强度的Lévy噪声更有利于快速遏制COVID-19的大流行.
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6 结 论

本文提出了一个同时具有白噪声和Lévy噪声的随机SIVR模型来分析COVID-19灭绝与持续存在的

条件.通过理论分析和数值模拟,对COVID-19的随机系统有一定的了解.为随机系统定义了具有Lévy跳跃

的阈值􀭾R0 和􀭾Rjp,通过构造合适的李雅普诺夫函数来分析该流行病全局正解的存在唯一性、持久性和灭绝

性.得出:当􀭾R0<1时,该疾病将灭绝;当􀭾Rjp>1,该疾病将持续存在.最后,通过数值模拟验证了理论分析的

结果.通过分析可以得出,即使确定性系统的阈值Rp >1,疾病也会在高强度的Lévy噪声的影响下灭绝.发
现随机噪声强度对新型冠状病毒的传播有很大的影响,尤其是高强度的Lévy噪声可以迅速减少感染者的

数量,从而有效地控制和防止病毒的传播.这项工作揭示了随机分析为研究传染病的动态行为提供了更好的

选择.
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BehavioralanalysisofaclassofCOVID-19propagationdynamicswithLévynoise

TanYuanshun,RanChongyu

(DepartmentofMathematics,ChongqingJiaotongUniversity,Chongqing400074,China)

Abstract:Stochasticperturbationsareinevitableinthetransmissionofinfectiousdiseases.Inordertoexaminetheim-
pactofdisturbancesonthespreadofCOVID-19,aSIVR(Susceptibility-Infection-Vaccination-Recovery)epidemicmodelwith
Lévyjumpsaswellaswhitenoiseisproposedinthispaper.Initially,theexistenceanduniquenessoftheglobalpositivesolution
isprovedbyconstructingasuitableLyapunovfunction.Then,sufficientconditionsfortheextinctionandpersistenceofthedis-
easeareobtainedbydefiningthethresholdsofthestochasticsystem.Finally,numericalsimulationsverifytheresultsofthe
theoreticalanalysis,andtheresultsshowthatthehigh-intensityLévynoiseisconducivetosuppressingthepropagationofCO-
VID-19rapidly.

Keywords:COVID-19;Lévynoise;theexistenceanduniqueness;extinction;persistence
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