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第三类型热弹性Timoshenko系统整体解的存在
性、渐近性及其一致吸引子

秦玉明,丁洁

(东华大学 理学院,上海201620)

摘 要:主要研究的是第三类型非自治热弹性Timoshenko系统.在一定的假设条件下,利用半群和多乘子的

方法证明了解的存在性和渐近性结果,并利用一致压缩函数的方法证明非自治热弹系统一致吸引子的存在性.
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1921年,Timoshenko[1]首次提出如下形式的系统

ρφtt=(K(φx -ψ))x, (x,t)∈ (0,L)×(0,+∞),

Iρψtt=(EIψx)x +K(φx -ψ), (x,t)∈ (0,L)×(0,+∞){
且引起了很多学者的注意和研究.文献[2]研究了带有两个边界控制条件的Timoshenko梁,用多乘子的方

法证明了指数衰减.文献[3]研究了带有狄利克雷边界条件以及两个弱阻尼项的Timoshenko系统,证明了

能量的指数衰减.文献[4]研究了不均匀的Timoshenko梁以及用多乘子的方法证明了在某些局部分布控制

条件下振动梁的指数衰减.
这篇文章研究的是具有时滞项的第三类热弹性Timoshenko系统.时滞现象在很多应用中都非常常见,

比如物理学、医学、生物学以及一些经济学问题,它不仅仅依赖于系统当前的状态还依赖于系统过去某一段

时间的状态.文献[5]证明了一个小的时滞是边界控制系统不稳定的原因之一.文献[6]得出了在一定的摩擦

阻尼和时滞条件下能量指数衰减的结果.文献[7]拓展了文献[6]中的结果,研究了在分布时滞的条件下第三

类热弹性Timoshenko系统.众多情况表明,时滞是系统不稳定的主要原因之一.在没有时滞的情况下,系统

是一致渐近稳定的,但是除非在其他条件或者控制关系下,否则一个小小的时滞都可能使其动摇.因此,具有

时滞系统的稳定性问题在理论和实践上都有重要的意义.
最近,文献[8]证明了具有时滞项的非自治黏弹性方程的解的存在性,渐近性和吸引子的存在性.文献

[9]研究了具有时滞项的非自治第三类热弹系统.在文献[10-14]中有更多关于此类相关问题的讨论和

结果.
本篇文章,拓展了文献[7]中的结果证明了以下非自治热弹系统的解的存在性,渐近性和一致吸引子的

存在性:

      
ρ1ϕtt(x,t)-κ(ϕx +Ψ)x +μ1ϕt+∫

τ2

τ1
μ2(s)ϕt(x,t-s)ds=f(x,t),       (1)

ρ2Ψtt-bΨxx +k(ϕx +Ψ)+βθtx =g(x,t), (2)

ρ3θtt-δθxx +βΨtx -kθtxx =h(x,t), (3)

ì

î

í

ï
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ï
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其中ϕ,Ψ,θ分别是横向位移,旋转角度以及梁的相对温度,ρ1,ρ2,ρ3,κ,β,δ,k,μ1 是大于0的常数,μ2:[τ1,
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τ2]→R为有界函数且满足

∫
τ2

τ1
μ2(s)ds<μ1. (4)

  引入一个新的变量

z(x,ρ,s,t)=ϕt(x,t-ρs), (5)
方程组(1)~(3)变为:

ρ1ϕtt(x,t)-κ(ϕx +Ψ)x +μ1ϕt+∫
τ2

τ1
μ2(s)z(x,1,s,t)ds=f(x,t),

szt(x,ρ,s,t)+zρ(x,ρ,s,t)=0,

ρ2Ψtt-bΨxx +k(ϕx +Ψ)+βθtx =g(x,t),

ρ3θtt-δθxx +βΨtx -kθtxx =h(x,t),

ì

î

í

ï
ï
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ï
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(6)

这里,x,ρ∈ (0,1),s∈ (τ1,τ2),t∈ (0,∞).
考虑其初边值条件为:

ϕ(x,0)=ϕ0(x),ϕt(x,0)=ϕ1(x),

Ψ(x,0)=ψ0(x),ψt(x,0)=ψ1(x),

θ(x,0)=θ0(x),θt(x,0)=θ1(x),

ϕ(0,t)=ϕ(1,t)=0,Ψx(0,t)=ψx(1,t)=0,θ(0,t)=θ(1,t)=0,

z(x,ρ,s,0)=z0(x,ρ,s).

ì

î

í

ï
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ïï
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ï
ï

(7)

  注1 由系统(6)的第3个方程以及边界条件得出ρ2
d2

dt2∫
1

0
Ψ(x,t)dx +κ∫

1

0
Ψ(x,t)dx =∫

1

0
g(x,

t)dx,解得∫
1

0
Ψ(x,t)dx=(∫

1

0
Ψ0(x)dx)cos(

κ
ρ2

t)+(∫
1

0
Ψ1(x)dx) ρ2

κsin
( κ

ρ2
t)+ ρ2

κ∫0

t

sin κ
ρ2
(t-

s)∫
1

0
g(x,t)dxds.则系统的(6)的第3个方程变为ρ2􀭿Ψtt -b􀭿Ψxx +κ(ϕx +􀭿Ψ)+βθtx +∫

1

0
g(x,t)dx =

g(x,t).得到􀭺g(x,t)=g(x,t)-∫
1

0
g(x,t)dx,则方程(6)等价于下列问题

ρ1ϕtt(x,t)-κ(ϕx +Ψ)x +μ1ϕt+∫
τ2

τ1
μ2(s)z(x,1,s,t)ds=f(x,t),

szt(x,ρ,s,t)+zρ(x,ρ,s,t)=0,

ρ2Ψtt-bΨxx +k(ϕx +Ψ)+βθtx =􀭺g(x,t),

ρ3θtt-δθxx +βΨtx -kθtxx =h(x,t),

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(8)

则 (ϕ,z,􀭿Ψ,θ)为方程(8)的解,且􀭿Ψ 满足以下条件􀭺Φ(x,0)=Ψ0(x)-∫
1

0
Φ0dx,􀭿Ψt(x,0)=Ψ1(x)-

∫
1

0
Ψ1(x)dx.进一步可以得到:

∫
1

0
􀭿Ψ(x,t)=0. ∫

1

0
􀭺g(x,t)=0. (9)

在本篇文章中,为了方便书写,用Ψ,g 代替􀭿Ψ,􀭺g.

1 整体适定性

在这一部分,研究解的存在性和唯一性,为了得到这一结果,引入新的变量u=ϕt,v=Ψt,w=θt,且将

系统(6)写成以下形式

Ut=AU+F,

U(x,0)=(ϕ0,ϕ1,Ψ0,Ψ1,θ0,θ1,z0),{ (10)

这里
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AU=

u
1
ρ1
(κϕxx +κΨx -μ1u-∫

τ2

τ1
μ2(s)z(x,1,s)ds)

v
1
ρ2
(bΨxx -κϕx -κΨβwx)

w
1
ρ3
(δθxx -βvx +kwxx)

-
1
szρ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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ø
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(11)

F= 0 1
ρ1

f 0 1
ρ2

g 0 1
ρ3

h 0æ

è
ç

ö

ø
÷

T

(12)

令H=H1
0(0,1)×L2(0,1)×H1

*
(0,1)×L2(0,1)×H1

0(0,1)×L2(0,1)×L2
w((0,1)×(0,1)×(0,1)×

(τ1,τ1)),这里 H1
*
(0,1)={􀭿Ψ ∈H1(0,1)|∫

1

0
􀭿Ψ(x)=0},

L2
w((0,1)×(0,1)×(τ1,τ2))={z|∫

1

0∫
1

0∫
τ2

τ1
sμ2(s)z2(x,ρ,s)dsdρdx<+∞}.

以及

D(A)={(ϕ,u,Ψ,v,θ,w,z)T ∈H|ϕ,θ∈H2(0,1),u,w ∈H1
0(0,1),Ψ ∈H2

*
(0,1),

v∈H1
*
(0,1),δθ+kw ∈H2(0,1),zρ ∈L2

w((0,1)×(0,1)×(τ1,τ2)),z(·,0,·)=v}.
这里 H2

*
(0,1)={Ψ ∈H2(0,1)|Ψx(0)=Ψx(1)=0}.

接下来介绍以下定理.

定理1 假设∫
τ2

τ1
μ2(s)⩽μ1.令f(x,t),g(x,t),h(x,t)∈C1([0,+∞),L2[0,1]),对于任意的(ϕ0,

ϕ1,Ψ0,Ψ1,θ0,θ1,z0)∈D(A),问题(6)存在唯一的经典解

ϕ(x,t)∈C1([0,+∞),H1
0(0,1))∩C(0,+∞),H2(0,1)),

Ψ(x,t)∈C1([0,+∞),H1
*
(0,1))∩C(0,+∞),H2

*
(0,1)),

θ(x,t)∈C1([0,+∞),H1
0(0,1))∩C(0,+∞),H2(0,1)),

z∈C1([0,+∞),H1
0(0,1))∩C(0,+∞),H2(0,1)).

为了完整的证明定理1,给出以下引理.
引理1 设A希尔伯特空间H,A上的线性算子,D(A)⊂H→H.那么A是极大增生算子的充要条件是

(i)Re(Ax,x)⩽0,∀x ∈D(A),(ii)R(I-A)=H.
证明 见参考文献[15].
引理2 设F(t)=0以及A是Banach空间H上的极大增生算子,(ϕ0,ϕ1,Ψ0,Ψ1,θ0,θ1,z0)∈D(A).

则问题(6)存在经典解y(t)∈C([0,+∞),D(A))∩C1([0,+∞),H).
证明 见参考文献[7].
引理3 假设A是Banach空间H上的极大增生算子,F(t)∈C1([0,+∞),H),y0∈D(A),则问题(6)

存在唯一经典解y(t)使得y(t)∈C([0,+∞),D(A))∩C1([0,+∞),H),也可表示为y(t)=S(t)y0+

∫
t

0
S(t-τ)F(τ)dτ.

证明 见参考文献[15].
证明定理1 由引理1可以得到A是一个极大增生算子.由假设有(ϕ,u,Ψ,v,θ,w,z)T∈D(A),结合

引理3完成定理1的证明.
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2 一致稳定性

这部分主要证明衰减的结果,因此先介绍以下引理.

引理4 假设∫
τ2

τ1
μ2(s)ds<μ1,若(ϕ,z,Ψ,θ)是方程(6)~(7)的解,则能量函数为

E(t)=
1
2
(ρ1∫

1

0
ϕ2

tdx+ρ2∫
1

0
Ψ2

tdx+b∫
1

0
Ψ2

xdx+κ∫
1

0
(ϕx +Ψ)2dx)+

1
2
(ρ3∫

1

0
θ2tdx+δ∫

1

0
θ2xdx+∫

1

0∫
1

0∫
τ2

τ1

sμ2(s)zμ2(x,ρ,s,t)dsdρdx), (13)

对任意的ε>0,

E'(t)⩽-(μ1-∫
τ2

τ1
μ2(s)ds-ε)∫

1

0
ϕ2

tdx-(k-ε)∫
1

0
θ2txdx+

ε∫
1

0
Ψ2

tdx+
1
4ε∫

1

0
(f2+g2+h2)dx. (14)

  证明 用ϕt,Ψt 以及θt 分别乘以(6)式中第1、3、4式,再分别进行(0,1)上积分,此外用sμ2(s)z(x,ρ,
s,t),乘以(6)式中第2式,再对其进行(0,1)×(0,1)×(τ1,τ2)上积分,由Young不等式以及Poincáe不等

式可以得到(14)式.

引理5 若 (ϕ,z,Ψ,θ)是方程(6)~ (7)的解,则定义函数I1 为I1(t)=ρ2∫
1

0
ΨΨtdx,满足

I'1(t)⩽-(
b
2-ε)∫

1

0
Ψ2

xdx+ρ2∫
1

0
Ψ2

tdx+
κ2

b∫
1

0
(ϕx +Ψ)2dx+β2

b∫
1

0
θ2txdx+

1
4ε∫

1

0
g2dx. (15)

  证明 对I1 求导,结合(6)式中第3式,得到

I'1(t)=ρ1∫
1

0
Ψ2

tdx-b∫
1

0
Ψ2

xdx-κ∫
1

0
(ϕx +Ψ)Ψdx-β∫

1

0
θtxΨdx+∫

1

0
g(x,t)Ψdx.

由Young不等式以及Poincáe不等式可以得到(15)式.

引理6 若(ϕ,z,Ψ,θ)是方程(6)~(7)的解,则定义函数I2为I2(t)=ρ1∫
1

0
ϕt(ϕ+∫

x

0
Ψ(y,t)dy)dx,

满足

I'2(t)⩽-
κ
4∫

1

0
(ϕx +Ψ)2dx+(μ

2
1

κ +ρ1+
c
ε
)∫

1

0
ϕ2

tdx+

μ1

κ∫
1

0∫
τ2

τ1
μ2(s)z2(x,1,s,t)dsdx+ε∫

1

0
Ψ2

t(x,t)dx+
1
k∫

1

0
f2dx. (16)

  证明 对I2 求导,结合(6)式中第1式,由ϕ(x,t)+∫
x

0
Ψ(y,t)dy=0,x=0,x=1,利用Poincáe不等

式,得到∫
1

0
(ϕ+∫

x

0
Ψ(y,t)dy)2dx ⩽∫

1

0
(ϕx +Ψ)2dx.

因此,结合Young不等式Poincaré不等式以及Cauchy-Schwarz'不等式,完成(16)式的证明.

引理7 若(ϕ,z,Ψ,θ)是方程(6)~(7)的解,则定义函数I3为I3=-ρ2ρ3∫
1

0
θt(∫

x

0
Ψt(y,t)dy)dx-

δρ2∫
1

0
θxΨdx,满足

I'3(t)⩽-ρ2β
4∫

1

0
Ψ2

tdx+(
k2ρ2
2β

+
c
ε +

5
4ρ2β

)∫
1

0
θtxdx+ε∫

1

0
Ψ2

xdx+

ε∫
1

0
(ϕx +Ψ)2dx+ρ2

β∫
1

0
h(x,t)dx+ρ3

β∫
1

0
g(x,t)dx. (17)

  证明 对I3 求导,结合(6)中第3、4式和Young不等式以及Poincaré不等式完成对(17)式的证明.

引理8 若 (ϕ,z,Ψ,θ)是方程(6)~ (7)的解,则定义函数I6 为I4(t)=ρ3∫
1

0
θθtdx+

k
2∫

1

0
θ2

xdx+
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β∫
1

0
Ψxθdx,满足

I'4(t)⩽-
3
4∫

1

0
θ2xdx+ε∫

1

0
Ψ2

xdx+(ρ3+β2

4ε
)∫

1

0
θ2txdx+

1
δ∫

1

0
h2(x,t)dx. (18)

  证明 对I4 求导,结合(6)式第4式、Young不等式以及Poincaré不等式完成对(18)式的证明.

引理9 若(ϕ,z,Ψ,θ)是方程(6)~(7)的解,则定义函数I5 为I5(t)=∫
1

0∫
1

0∫
τ2

τ1
se-sρμ2(s)z2(x,ρ,s,

t)dsdρdx,满足

I'5(t)⩽-e-τ2∫
1

0∫
1

0∫
τ2

τ1
sμsz2(x,ρ,s,t)dsdρdx+

μ1∫
1

0
ϕt(x,t)dx-e-τ2∫

1

0∫
τ2

τ1
μ2(s)z2(x,1,s,t)dsdx, (19)

  证明 对I5 求导,结合(6)式中第2式,完成对(19)式的证明.
引理10 假设y(t)∈C1(R+),y(t)⩾0,∀t>0,且满足

y(t)⩽-C0y(t)+λ(t),∀t>0, (20)
这里0⩽λ(t)∈L1(R+)以及C0 是正常数,则有

lim
t→+∞

y(t)=0. (21)

再者,(1)如果对于常数C1 >0,α0 >0有λ(t)⩽C1e
-α0t,∀t>0,那么

y(t)⩽C2e-αt,∀t>0, (22)
其中C2 >0,α>0为常数.

(2)如果对于常数p>0,C3 >0由λ(t)⩽C3(1+t)-p,∀t>0,那么

y(t)⩽C4(1+t)-p+1,∀t>0. (23)
其中C4 >0为常数.

证明 见参考文献[16].
定理2 假设 (ϕ0,ϕ1,Ψ0,Ψ1,θ0,θ1,z0)∈D(A),(ϕ,z,Ψ,θ)是方程(6)~ (7)的解,f(x,t),g(x,

t),h(x,t)∈C1([0,+∞),L2(0,L)).那么

lim
t→+∞

E(t)=0. (24)

进一步,若
‖f‖

2

L2 +‖g‖
2

L2 +‖h‖
2

L2 ⩽C0e
-α0t,∀t>0, (25)

其中C0 >0以及α0 >0为常数,则存在常数M,使得

E(t)⩽Me-αt,∀t>0. (26)
若

‖f‖
2

L2 +‖g‖
2

L2 +‖h‖
2

L2 ⩽
C'

(1+t)p
,∀t>0, (27)

其中C'>0,p>1为常数,则存在常数C* >0,使得

E(t)⩽C*(1+t)-p+1,∀t>0. (28)

  证明 定义如下Lyapunov泛函

L=NE(t)+I1(t)+
8κ
bI2(t)+

8
β
I3(t)+I4(t)+N1(t), (29)

由(15)~(19)式,选取N,N1 足够大以及ε足够小,得:

L⩽-γ1∫
1

0
ϕ2

tdx-γ2∫
1

0
Ψ2

tdx-γ3∫
1

0
Ψ2

xdx-γ4∫
1

0
(ϕx +Ψ)2dx-γ5∫

1

0
θ2tdx-γ6∫

1

0
θ2xdx-

γ8∫
1

0∫
1

0∫
τ2

τ1
sμ2(s)z2(x,ρ,s,t)dsdρdx+C'(‖f‖

2

L2 +‖g‖
2

L2 +‖h‖
2

L2
),

其中C'>0是常数,由Poincaré不等式,得到:
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L'(t)⩽-γ'E(t)+C'(‖f‖
2

L2 +‖g‖
2

L2 +‖h‖
2

L2
), (30)

其中γ'>0是常数.
另一方面,可以看出L是等价于E(t),即L(t)~E(t),因此由(30)式可知存在常数γ>0使得

L'(t)⩽-γL(t)+C'(‖f‖
2

L2 +‖g‖
2

L2 +‖h‖
2

L2
). (31)

由引理10可以得出定理2的结论.

3 一致吸引子

这部分将证明系统(6)的一致吸引子存在性结果.
令u=ϕt,v=Ψt,和w=θt,Rτ =[τ,+∞),τ⩾0,探究如下系统

ϕt-u=0,

ρ1ϕtt(x,t)-κ(ϕx +Ψ)x +μ1ϕt+∫
τ1

τ1
μ2(s)z(x,1,s,t)ds=f(x,t),

Φt-v=0,

ρ2Ψtt-bΨxx +k(ϕx +Ψ)+βθtx =g(x,t),

θt-w=0,

ρ3θtt-δθxx +βΨtx -kθtxx =h(x,t),

szt(x,ρ,s,t)+zρ(x,ρ,s,t)=0,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(32)

这里x,ρ∈ (0,1),s∈ (τ1,τ2),t∈ (τ,∞).
其初边值条件为:

ϕ(x,τ)=ϕτ(x),ϕt(x,τ)=ϕ1τ(x),

Ψ(x,τ)=ψτ(x),ψt(x,τ)=ψ1τ(x),

θ(x,τ)=θτ(x),θt(x,τ)=θ1τ(x),

ϕ(0,t)=ϕ(1,t)=0,Ψx(0,t)=ψx(1,t)=0,θ(0,t)=θ(1,t)=0,∀t⩾τ,

z(x,ρ,s,τ)=zτ(x,ρ,s).

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(33)

令

F= 0 1
ρ1

f 0 1
ρ2

g 0 1
ρ3

h 0æ

è
ç

ö

ø
÷

T

∈Y=L2(Rτ,(L2(0.L))7), (34)

H1=H1
0(0,1)×L2(0,1)×H1

*
(0,1)×L2(0,1)×H1

0(0,1)×L2(0,1)×
L2

w((0,1)×(0,1)×(0,1)×(τ1,τ1)). (35)
系统(32)的能量函数为:

E(t)=
1
2
(∫
1

0
ϕ2

tdx+∫
1

0
Ψ2

tdx+∫
1

0
Ψ2

xdx+∫
1

0
(ϕx +Ψ)2dx)+

1
2
(∫
1

0
θ2tdx+

∫
1

0
θ2xdx+∫

1

0∫
1

0∫
τ2

τ1

sμ2(s)zμ2(x,ρ,s,t)dsdρdx). (36)

对于任意的 (ϕτ,ϕτ1,Ψτ,Ψτ1,θτ,θτ1,zτ)∈H1,以及F ∈Y,定义

UF(t,τ):(ϕτ,ϕτ1,Ψτ,Ψτ1,θτ,θτ1,zτ)∈H1 → (ϕ(t),ϕt(t),Ψ(t),Ψt(t),θ(t),θt(t),z(t))=

UF(t,τ)(ϕτ,ϕτ1,Ψτ,Ψτ1,θτ,θτ1,zτ),
这里t⩾τ,τ⩾0,且(ϕ(t),ϕt(t),Ψ(t),Ψt(t),θ(t),θt(t),z(t))是方程(32)的解.

研究的是H1 上的吸引子,定义F0 ∈Y 的壳如下

Σ=H(F0)=[F0(t+h)|h∈R+]Y, (37)
这里 [.]Y 表示Banach空间Y 上的闭包.

容易得到F0∈Y⊆Ŷ=L2
loc(R+,(L2(0,L))7),这里F0是空间Ŷ 中弱拓扑下的一个平移紧函数,这意

味着H(F0)在Ŷ 上是紧的.考虑Banach空间Lp
loc(R+,Y1)下的函数σ(s),s∈R+,其在Bochner意义下,在
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Banach空间Y1上具有局部p介可积性.特别地,对于任意的时间区间[t1,t2]⊆R+,∫
t2

t1

‖σ(s)‖p
Y1
ds<+∞,

令σ(s)∈L2
loc(R+,Y1),考虑􀆠σ(h)=sup

t∈R+∫
t+h

t
‖σ(s)‖p

Y1
ds.

引理11 Σ 如上述定义所示,F0 ∈Y,则

(1)若F0 在Ŷ 上转移紧,则任意F ∈Σ=H(F0)在Ê 也为转移紧,更者 H(F)⊆H(F0);
(2)集合 H(F0)在L2(R+,(L2(0,1))7)上有界,且有􀆠F(h)⩽􀆠F0(h)<+∞,∀F ∈Σ.
证明 见参考文献[17].
类似于定理2,有如下结果.
定理3 令Σ=[F0(t+h)|h∈R+]Y,其中F0∈E 是一个固定但任意的函数.对∀F∈Σ和(ϕτ,ϕτ1,

Ψτ,Ψτ1,θτ,θτ1,zτ)∈ H1,τ ⩾0,方程组(32)存在唯一整体解(ϕ(t),ϕt(t),Ψ(t),Ψt(t),θ(t),θt(t),

z(t))∈H1,该解在H1 产生唯一双参数的过程族{UF(t,τ)}(t⩾τ,τ⩾0),使得对 ∀t⩾τ,τ⩾0,有

UF(t,τ)(ϕτ,ϕτ1,Ψτ,Ψτ1,θτ,θτ1,zτ)=(ϕ(t),ϕt(t),Ψ(t),Ψt(t),θ(t),θt(t),z(t))∈H1,

ϕ(t)∈C(Rτ,H1
0(0,1)),ϕt(t)∈C(Rτ,L2(0,1)),Ψ(t)∈C(Rτ,H1

*
(0,1)),

Ψt(t)∈C(Rτ,L2(0,1)),θ(t)∈C(Rτ,H1
0(0,1)),θt(t)∈C(Rτ,L2(0,1)),

z(t)∈C(Rτ,L2
W(0,1)×(0,1)×(τ1,τ2)).

为了证明这个结果,引入以下基本的引理和概念.
设X是一个Banach空间,̂Σ 是一个参数集,算子{UF(t,τ)}(t⩾τ,τ⩾0,F∈Σ̂)在带有符号空间Σ̂ 的

X上是一个过程族

UF(t,s)UF(s,t)=UF(t,τ)∀t⩾s⩾τ,τ⩾0, (38)

UF(τ,τ)=Id,∀τ⩾0. (39)

  引理12 在Banach空间X上,设{UF(t,τ)}(F∈Σ̂,t⩾τ,τ⩾0)是一过程族满足(38)式和(39)式,
且有一个吸收集A0⊆X.对任意ε>0存在时间T=T(A0,ε)>0以及A0×A0 上存在一个一致压缩函数

φT 使得 ‖UF1
(T,0)x -UF2

(T,0)y‖ ⩽ε+φT(x,y;F1,F2),∀x,y ∈A0,∀F1,F2 ∈Σ̂.则{UF(t,

τ)}(F ∈Σ̂,t⩾τ,τ⩾0)在X一致渐近紧.
证明 见参考文献[18].
引理13 对任意τ∈R,假设φ0 是Rτ ≡ [τ,+∞)上的非负局部可加函数,且对任意ι>0,有

sup
t⩾τ∫

t

τ
φ0(s)e-ι(t-s)ds⩽

1
1-e-ιsupt⩾τ∫

t+1

t
τt+1φ0(s)ds.

对t⩾τ 几乎处处成立.
证明 见参考文献[19].
接下来的定理就是证明 {UF(t,τ)}有一个一致吸收集.
定理4 在(34)式的假设下,过程族 {UF(t,τ)}(F∈Σ,t⩾τ,τ⩾0)关于(32)~(34)式有一个有界

吸收集A0 ∈H1.

证明 类似于定理2的证明,得到dE(t)
dt ⩽-γE(t)+C1(‖f‖

2

L2+‖g‖
2

L2+‖h‖
2

L2
),这里γ,C1

是一个正常数.下面C 是一个不依赖于初值的正常数,且在不同的估计里C 的取值不同.显然,有

E(t)⩽E(τ)e-γ(t-τ)
+C∫

t

τ
(‖f‖

2

L2 +‖g‖
2

L2 +‖h‖
2

L2
)e-γ(t-τ)ds. (40)

对(40)式运用引理13和引理11,可以得到:

E(t)⩽E(τ)e-γ(t-τ)+C∫
t

τ
‖F‖2Ee-γ(t-τ)ds⩽E(τ)e-γ(t-τ)+

C 1
1-e-τsupt⩾τ∫

t+1

t
‖F‖2Eds⩽E(τ)e-γ(t-τ)+C 1

1-e-τ􀆠F0
(1). (41)
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对于一切有界集A0⊆H1,以及一切(ϕτ,ϕτ1,Ψτ,Ψτ1,θτ,θτ1,zτ)∈A0,τ>0,存在常数CA0 >0,E(τ)⩽

CA0.令R2
0=2(2

􀆠F0
(1)

1-e-γ +1),t0=t0(τ,F0)=τ-γ-1lg(
􀆠F0
(1)+1

CA0
(1-e-γ)

),则对于 ∀F ∈Σ,A0(0,R0)=

{(ϕ(t),ϕt(t),Ψ(t),Ψt(t),θ(t),θt(t),z(t))∈H1∶‖(ϕ(t),ϕt(t),Ψ(t),Ψt(t),θ(t),θt(t),z(t))‖H12 ⩽
R2
0}⊆H1 是一个一致吸收集,也就是对于任何一个有界集A0∈H1,存在一个时间t0=t0(τ,F0)⩾τ 使得

对于任意的t⩾t0 都有∪
F∈Σ

UF(t,τ)A ⊆A0,

接下的部分主要目的是证明一致渐近紧.
对于任意的(ϕi

τ,ϕ
i

1τ
,Ψi

τ,Ψ
i

1τ
,θi

τ,θ
i

1τ
,zi

τ)∈A0,令(i(t),ϕit(t),Ψi(t),Ψit(t),θi(t),θit(t),zi(t))是

Fi ∈Σ 的对应解,且其初值是(ϕi
τ,ϕ

i
τ1,Ψi

τ,Ψi
τ1,θi

τ,θi
τ1,zi

τ),i=1,2.令

Q(t)=(π(t),λ(t),o(t),α(t))T=U1(t)-U2(t)=
(π1(t)-π1(t),λ1(t)-λ2(t),o1(t)-o2(t),α1(t)-α1(t))T. (42)

则Q(t)满足

ρ1πtt-κ(πx +λ)x +μ1πt+∫
τ2

τ1
μ2(s)α(x,1,s,t)=f1(x,t)-f2(x,t),

sαt(x,ρ,s,t)+αρ(x,ρ,s,t)=0,

ρ2λtt-bλxx +κ(πx +λ)+βotx =g1(x,t)-g2(x,t),

ρ3ott-δoxx +βλtx -kotxx =h1(x,t)-h2(x,t),

π(0,t)=π(1,t)=0,λx(0,t)=λx(1,t)=0,o(0,t)=o(1,t)=0,

π(x,τ)=ϕ1
τ(x)-ϕ2

τ(x),πt(x,τ)=ϕ1
1τ(x)-ϕ2

1τ(x),

λ(x,τ)=Ψ1
τ(x)-Ψ2

τ(x),λt(x,τ)=Ψ1
1τ(x)-Ψ2

1τ(x),

o(x,τ)=θ1τ(x)-θ2τ(x),ot(x,τ)=θ11τ(x)-θ21τ(x),

α(x,ρ,s,τ)=z1τ -z2τ,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(43)

这里x,ρ∈ (0,1),s∈ (τ1,τ2),t∈ (τ,∞).
能量方程为:

EQ(t)=
1
2
(∫
1

0
π2

tdx+∫
1

0
λ2tdx+∫

1

0
λ2xdx+∫

1

0
(πx +λ)2dx)+

1
2
(∫
1

0
o2tdx+

∫
1

0
o2xdx+∫

1

0∫
1

0∫
τ2

τ1

sμ2(s)α2(x,ρ,s,t)dsdx). (44)

不失一般性,假设ρ1=ρ2=b=κ=ρ3=δ=1,那么,得到:

dEQ(t)
dt =

1
2
d
dt
{∫
1

0
π2

tdx+∫
1

0
λ2tdx+∫

1

0
λ2xdx+∫

1

0
(πx +λ)2dx)}+

1
2
d
dt
{∫
1

0
o2tdx+∫

1

0
o2xdx+

∫
1

0∫
1

0∫
τ2

τ1

sμ2(s)α2(x,ρ,s,t)dsdx}=-∫
1

0
otx

2dx-(μ1-
1
2∫

τ2

τ1
μ2(s)ds)∫

1

0
π2

tdx-

1
2∫

1

0∫
τ2

τ1
α2(x,1,s,t)dsdx-∫

1

0
πt∫

τ2

τ1
μ2(s)α(x,1,s,t)dsdx+∫

1

0
(f1-f2)πtdx+

∫
1

0
(g1(x)-g2(x))λtdx+∫

1

0
(h1(x)-h2(x))otdx. (45)

对(45)式依次在 [σ,T]上关于t积分,在[0,T]上关于σ 积分,得:

TE(t)+∫
T

0∫
T

σ∫
1

0
σtx

2dxdtdσ+∫
T

0∫
T

σ
(μ1-

1
2∫

τ2

τ1
μ2(s)ds)∫

1

0
π2

tdxdtdσ+

1
2∫

T

0∫
T

σ∫
1

0∫
τ2

τ1
μ2(s)α2(x,1,s,t)dsdxdtdσ+∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
πt∫

τ2

τ1
μ2(s)α(x,1,s,t)dsdxdtdσ=

∫
T

0∫
T

σ∫
1

0
(f1-f2)πtdxdtdσ+∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(g1-g2)λtdxdtdσ+

22 河南师范大学学报(自然科学版)                2019年



∫
T

0∫
T

σ∫
1

0
(h1-h2)otdxdσ+∫

T

0
EQ(σ)dσ, (46)

利用Young不等式和Poincaré不等式,可得:

TEQ(t)⩽
1
2∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(f1-f2)2dxdtdσ+

1
4∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(h1-h2)2dxdtdσ+

1
2∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(g1-g2)2dxdσ+∫

T

0∫
T

σ
EQ(t)dtdσ+∫

T

0
EQ(σ)dσ. (47)

由(43)~(44)式,得到:

∫
T

0
|EQ(σ)|dσ⩽∫

T

0
(EU1

(σ)+EU2
(σ))dσ⩽2∫

T

0
[E(τ)e-γ(t-τ)+

C∫
σ

τ
(‖f‖

2

L2 +‖g‖
2

L2 +‖h‖
2

L2
)e-γ(t-s)ds〛dσ⩽C1, (48)

这里C1=C(T,τ,γ)是一个正常数.类似于(48)式,可以得到:

∫
T

0∫
T

σ
EQ(t)dtdσ⩽C2, (49)

因此可以推得:

TEQ(t)⩽∫
T

0∫
T

σ∫
1

0
(g1-g2)2dxdσ+

1
4∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(h1-h2)2dxdtdσ, (50)

令

R((ϕ1
0,ϕ1

10,Ψ1
0,Ψ1

10,θ10,θ110,Z1
0),(ϕ2

0,ϕ2
10,Ψ2

0,Ψ2
10,θ20,θ210,Z2

0),F1,F2)=
1
2∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(f1-f2)2dxdtdσ+

1
2∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(g1-g2)2dxdσ+

1
4∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(h1-h2)2dxdtdσ. (51)

则

EQ(T)⩽
CM

T +
1
TR((ϕ1

0,ϕ1
10,Ψ1

0,Ψ1
10,θ10,θ110,Z1

0),(ϕ2
0,ϕ2

10,Ψ2
0,Ψ2

10,θ20,θ210,Z2
0);F1,F2). (52)

接下来,即将证明空间H1 上的一致渐近紧.
定理5 假设F 满足(34)式,则由方程(32)的生成的半过程族UF(t,τ)(F∈Σ,t⩾τ,τ⩾0),在H1中

一致紧.
证明 因为半过程族UF(t,τ)(F ∈Σ,t⩾τ,τ⩾0)有一个一致有界吸收集,根据CM 的定义,可以知

道对于任意的ε>0,可以选择足够大的T >0,使得
CM

T ⩽ε.由引理11知,只需证明对任意固定的T 都有

R(·,·,·,·,·,·,·)∈Contr(A0,Σ),由定理3的证明过程可知,对任意的T,有

∪
F∈Σ

∪
t∈[τ,T]

∪F(t,τ)A0. (53)

在H1 中有界并依赖于T.

令 (ϕi,ϕit,Ψi,Ψit,θi,θit,zi)是有关符号函数Fn ∈Σ,i=1,2,….对应初值为(ϕi
τ,ϕ

i

1τ
,Ψi

τ,Ψ
i

1τ
,θi

τ,

θi

1τ
,zi

τ)∈A0 的解,那么由(34)式可知

lim
i→∞
lim
j→∞∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(fi-fj)2dxdtdσ=0,lim

i→∞
lim
j→∞∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(gi-gj)2dxdtdσ=0,

lim
i→∞
lim
j→∞∫

T

0∫
T

σ∫
1

0
(hi-hj)2dxdtdσ=0.

因此由(52)~(53)式,可以得到R(·,·,·,·,·,·,·)∈Contr(A0,Σ).
定理6 假设f,g,h满足(34)式以及Σ 是由(37)式所定义,则关于(32)式的半过程族UF(t,τ)(F∈

Σ,t⩾τ,τ⩾0)存在一致(w.r.tF ∈Σ)吸引子AΣ.
证明 由定理4以及定理5可以得出一致吸引子的存在.
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Globalexistence,asymptoticbehavioranduniformattractorsforatypeIII
non-autonomousthermoelastictimoshenkosystem

QinYuming,DingJie

(CollegeofScience,DonghuaUniversity,Shanghai201620,China)

Abstract:Inthispaper,weinvestigateaTimoshenkosystemofthermoelasticoftypeIII.Weprovetheglobalexistence
andasymptoticbehaviorofsolutionsbyusingthesemigroupmethodandmultiplicativetechnique,thenweprovetheexistence
ofuniformattractorforanon-autonomousthermoelasticsystembyusingthemethodofuniformcontractivefunction.
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