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摘 要 ：量子系统自测试研究如何利用量子系统本身来测试其可信性，即根据量子设备的经典输人输出之间 

的统计关系来确认设备中所制备的量子态和所执行的量子测量.在经典世界中，要实现这种“设备自己测试自己”的 

目标并不可行，但量子力学中的非局域性却使这种自测试成为可能.量子系统自测试是设备无关量子密码协议的理 

论基础.综述了量子系统自测试领域的研究进展.具体来说，首先详细介绍了由两粒子最大纠缠态（即单态）及相应 

量子测量所构成的两方量子系统的自测试，包 括测试 1 对量子态的 C H S H 方案、Mayers-Y a o方案、（2,2,2,2)通用 

方案、（N ，N ，2 ,2)链 式 B ell方案，和测试2 对量子态的双C H S H 方案、魔方方案等.在此基础上，简要介绍了两方部 

分纠缠态及多方量子系统的自测试方案.最后对量子系统自测试未来的发展进行了展望.
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近年来，随着量子通信和量子计算的不断发展，量子信息技术已经越来越被人们所熟悉，特别是量子通 

信卫星、京沪干线等项目的实施，预示着量子通信技术即将走向我们的日常生活.

所有量子信息处理任务都需要用到量子设备.因此，量子设备的可信性，即它是否在按照设备提供商所 

声称的量子形式工作，对能否顺利完成量子信息处理任务至关重要.然而，由于量子态的微观性和量子器件 

的专业性，判断量子设备是否可信并不容易.量子系统自测试就是解决该问题的有效方法，它利用量子力学 

中特有的非局域性，可实现用量子系统本身来测试其可信性，目前已经成为国内外学者研究的热点.

自测试的可行性研究起源于1990年，人们发现 Clauser-H orn-Shimony-H o l t(C H S H )不等式[1]的最大 

违背即预示着设备中的态为两粒子最大纠缠态，即单态（Smglet State)[2—4].然而直到2004年 ，M a y e rs和 

Y a o 提出对单态的另一种自测试方案后[5_6]，自测试才受到学者们的广泛关注.自测试的主要思想是把量子 

系统看成黑盒子，不对设备内部的参数(如具体的态、测量）做任何假设(这样就可以免疫所有设备不完美或 

不可信因素）.在此框架下利用量子系统中的测量设备对其制备的量子态进行多次测量，通过观测输人和输 

出之间的条件概率分布，进而推断出设备中的态和测量是否与预期相一致.

目前，自测试的研究已经取得了很大的进展.按照系统中量子态的不同，自测试可以分为对单态[2_6]、图 

态[7]、任意维度两粒子部分纠缠态[8̂ 9]、三 粒 子 W 态[1°]及相关测量所构成系统的自测试.对于同一种量子 

态，也存在不同的测试方案，且每种方案中往往对应不同的测量.比如对单态来说，存 在 C H S H 方案、M ay- 

ers-Y a0 方案、（2,2,2,2)通用方案[11]和（N ，N ，2,2)链式 B el l 方案[12].此夕卜，也可以对多对同样的量子态同 

时进行自测试，如 N 对单态同时自测试[13].最后，人们也研究了对黑盒有部分约束条件时的自测试，例如在 

量子系统维度已知情形下的自测试[14_16]和测量设备可信时的自测试[17].

设备可信性问题在量子密码（目前的“量子通信”主要指量子保密通信，为了体现其保密功能，后文多用 

“量子密码”一词来代替）中体现得尤为突出.量子密码的一个主要应用是量子密钥分配，因其具有高安全性
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而广受关注.对用户来说，其量子密钥分配系统都是从设备提供商处购买而来的.试想一下，如果设备提供商 

蓄意制造了“不诚实”的量子设备，它不按照正确的协议执行密钥分配，而是偷偷把设备提供商预存在里面的 

随机数作为密钥输出给用户，那么用这种设备进行的密钥分配将毫无安全性可言.因此，对量子密码设备的 

可信性测试势在必行.幸运的是，基于量子系统自测试的思想，可以设计出设备无关量子密码协议.比如在设 

备无关量子密钥分配协议[18]中，即使设备提供商不可信，用户仍然可以确保利用其设备产生的密钥是安全 

的.其本质在于，用户对量子设备进行自测试，并在测试通过的条件下以其输出作为密钥，这种情况下的密钥 

就一定是可信的.目前，除了量子密钥分配，人们还在设备无关框架下设计了随机数生成[19]、纠缠目击[2°]及 

维度目击等[21]多种协议 .

1 自测试的定义

在这里基于两方设备进行描述，对于多方设备可以简单地类推得到.设实验两方为A U ce和 B ob，见图

1.每方可以通过输人不同的值来选择设备中不同的测量方式，并在测量后记录测量结果（即设备的输出）.通 

常用:r 和 a 表亦 A lic e 的输人和输出，用 ；y 和 ^表 亦 B o b 的输人和输出，其中 a ，6，:r ，；y e {〇，l }.如果用数字 

来分别代表双方输人的取值个数和输出的取值个数，则上述双方各有两个输人、每个测量各有两个输出结果 

的情形可简记为(2,2,2,2)情形.

在自测试中，对 A lic e 和 B o b设备的内部参数不做任何假设（完全不知道设备内部的构造，比如到底里 

面制备了什么态、执行了什么测量等）.除此之外 ，一 般假设 A U ce和 B o b 的输人是独立同分布的（即随机且 

相互独立），且他们两方是类空间隔的（可以简单地理解为，由于不存在超光速通信，一方设备的输出与另一 

方设备的输人之间没有任何关系）.

每轮实验中，A lic e 和 B o b记录自己的输人和相应的输出结果.在很多轮实验之后，A lic e 和 B o b可以得 

到联合概率分布 f  (a ^ ，：y).假设设备中的量子态为 j〇,4个 测 量 分 别 为 ， 

其中 <  表示 A lic e—侧输人为:r 输出为a 的测量算子，W 表示 Bob —侧输人为;y 输出为6 的测量算子.则根 

据量子力学可知 I ；c，：y) =

显然，经典统计到量子系统的映射是一对多的，即同一个概率分布可能对应多组不同的量子态及投影测 

量 .自 测 试 期 望 在 量 子 理 论 下 可 以 由 心 3〇 直 接 “唯一”确定量子设备中态和测量，其中“唯一”是在局 

域同构映射（Local Isom etry) 少= 少A (g)少B 等价的意义下来说的.也就是说，假设被测试态是两粒子单态

I 9+ 〉ab =  ( I 〇〇〉+1 11〉）/ # ，测量是(乞） 自 测 试 意 味 着 从 U ，：V) 可以推断出设备中的态 

I —定是一个在局域同构映射下与 I 矿 〉仙等价的态，而 设 备 中 的 测 量 —定是在同一个局域同 

构映射下与(乞) a ®  等价的测量，即存在一个局域同构映射少= 必1 ® 办使得

5̂(1 (py AB^ =  | J k) AB I <p+ y AB » (1)

^ > ( A I B y | (p) ab) =  l J  k) AB^Ox (X) I7y) | <p+  ) AB : (2)

其 中 I 代表无用的量子态，并不关心它是什么态.

值得注意的是，尽管自测试并不能真正唯一确定设备中的态和测量，但在上述“局域同构映射意义下的 

唯一确定”就足以保证该设备能够可信地完成量子信息处理任务.比如在设备无关量子密钥分配中，上述态 

和测量带来的密钥一定是可信的.

2 量子单态自测试

2 . 1 局域同构映射

这里首先介绍用交换（Swap)操作来构建局域同构映射的思想.虽然并没有证据表明这种构建方法是唯 

一的，但目前所有关于单态的自测试方案均利用该结构(如图2).图 2 中的局域同构映射以附加粒子为控制 

位，以被测量子态为目标位，用 控 制 操 作 将 被 测 系 统 中 的 态 和 测 量 交 换 到 附 加 系 统 中 . 文  

献[5，11]指出，如果图2 中的控制操作是酉操作，并且满足

| <p) =  Z 7b I 4, ) , ( 3 )
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| 0) =  I ijj) , ⑷

X ，AZ ，A | 如 —— Z，AX ，A | 0〉， (5)

| 0  | 0), (6)

则量子单态和对应的测量便可以实现自测试.也就是说，若能由统计到的概率分布构建出满足(3)〜(6)式的 

控 制 操 作 和 2 ^ /5,则该概率分布便可作为一种自测试方案.

该系统由两个黑盒子构成，自测试的目的就是 

测试黑盒子内部的量子态制备和测量装置.

图1 需要自测试的量子系统

#>是系统中的态，巧和乂分别为系统中两方的测量，|〇\，与 

()>,，为附加粒了％ //为’难 空 间 h 的Iladamard操作;Z; ;

为与测量#^&有关的控制操作.值得注意的是这里的局域同构 

映射实际上是一个虚拟的协议，主要用于证明过程，而做自测试 

时不需要执行该映射，只需统计输入和输出的概率分布即可.

图2 局域同构映射

下面将沿这种思路来介绍几种对单态的自测试方案.

2. 2 CHSH 方案

C H S H 方案考虑(2,2,2,2)情形，记 A lice和 B ob两方执行的测量分别为A。，A: 和 B。，戌.执行多轮实 

验之后，根据观察到的输入输出概率分布，双方容易得到4个测量期望值：〈A J ，二 D  (—1)“®屮 U ，到
a ，b ，x ， y

^ )，其中心6，龙〇6{〇，1}。.如果〇1«11测试使得

S =  iA0B0) + { A0B1) +  iA1B0y - ( A1B1) =2^/2 (7)

成立，则存在图2 所示的局域同构映射，可交换出单态和（~ ) 1，（&八 ，( 1 / # ) ( ~ + ^ 八 ，( 1 / ^ ) ( ~一 & ) £ 

4 个测鷺，也就是说，在局域同构映射等价的意义下，可以确定系统中的量子态就是单态，而测量就是上述4 

个测量.

简言之，单态的自测试可以由 t 个单一的值得到，即 S =  2 # . 而在量子系统中，要 使 S =  2 # ，必有 

〈A QB。〉= = 1 / 衣, 〈A J 。〉= —〈A J :》= 1 / 衣成立.利用此关系，可以构建出图2所示的局域同构

映射，其 中 的 控 制 操 作 为 =  A p X 、 =  A i，之、 = B l ，X ’ B =  B〇 .
4 i  42

2. 3 Mayers-Yao 方案

原始的Mayers-Yao方案基于(3,3,2,2)情形，gp Alice和 Bob双方各有3 个测量.后来文献[8]指出一 

方的第3 个测量并不是必需的，此方记为Alice.这里将介绍(2,3,2,2)这种简化版的情形.

记 Alice和 Bob两方执行的测量分别为A。，A i 和 B。，私 ，B 2 .执行多轮实验之后，如果观察到的输入输 

出概率分布满足如下条件：

(ip | A 〇B 〇 \ (p) =  ((p \ A 1B 1 | (p) =  1 , (8)

〈0 | A A  | 0〉= 〈0 | A 』。| 二 0， (9)

<0 | A 0B 2 I -  <0 | A 1B 2 I 0> =  1/^2, (10)

则存在图2 所示的局域同构映射，可交换出单态和（̂ ) A，GyJ A，（a丄 ，（̂  W 1 / # ) ( 心 +心 ）b 5 个测量.也 

就是说，在局域同构映射等价的意义下，可以确定系统中的量子态就是单态，而测量就是上述5 个测量，

为了得到局域同构映射中的控制操作，可以将(8)式和 (9)式变形为 A。| 0> =  B。| ^ ，义：| =

疚| 0>.由（10)式可得出反对易关系A， ： | 0〉= —A， 。| 0〉，执疚 | = — | 0〉.此时不难发现

恰好满足(3 )〜 （6 )式，因此可以直接定义为控制操作 Z、 =  A。，；̂  =  =  B。，

=  B x .
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2.4 (2,2,2,2)通用方案

结合 C H S H 方案及M ayers-Y a o方案，文献[11]给出了在（2,2,2,2)情形下可实现单态自测试的所有测 

量的集合.

记 A lic e 和 B o b两方执行的测量分别为A 。，A :和 B。，玖.执行多轮实验之后，如果观察到的输人输出概 

率分布满足如下8 个条件中的任何一个：

2  arcsinCE^) — arcsinCE^) G {1,-1}, (11)
(x，y ) 矣

其中 = 〈A J ^ 〉，并有 arcsinCEg),,；̂ 。,!} e  [—号 ，号]，且至多只有一对(；c，：y) 使得 b  =  arccos(E g ) =  0

或 ，则存在图2 所示的局域同构映射，可交换出单态和相应的4 个测量（4 个测量的具体形式随着参数的不 

同而变化，但都是3 个 P a u li算 子 &，〜，&的线性组合）.也就是说，在局域同构映射等价的意义下，可以确定 

系统中的量子态就是单态，而测量就是上述4 个测量.

满足（11)式后可以根据测量操作{A u A : J 。，̂ } 建立满足关系式（3 )〜 （6 )式的酉的控制操作.以条 

件 a。。+ a!。=  a。！ 一 an 为例，其控制操作为

，a = A 。， (12)

X ，A
Ai — cos(a〇〇 + a i 〇 )A 〇 

sin (a 〇〇 +  ai〇 ) (13)

sin (a 〇i ) B 〇 — sin (a 〇〇)B i 
sin (a 〇i — a〇〇)

X f B
sin (a〇〇)B i — sin (a 〇i ) B 〇 

sin (a 〇i 一  a〇〇)

(14)

(15)

2.5 ( ~ ，~ ，2,2)链式 ^11方案

链 式 B e ll方案[12]考 虑 （N ，N ，2,2)情形，记 A lic e 和 B o b两方执行的N 个 测 量 分 别 为 ，…，A N 和 

^ ，B 2，…， .此时的目的是要自测试系统中的量子态和这2N 个测量.执行多轮实验之后，如果观察到的 

输人输出概率分布满足如下条件：

%  =  2ncos (16)

则存在图2 所示的局域同构映射，可交换出单态和相应的2N 个测量（这些测量平均分布在B lo c h球面上， 

这里不再给出它们的具体形式).也就是说，在局域同构映射等价的意义下，可以确定系统中的量子态就是单 

态，而测量就是上述2N 个测量.

我们知道最大两粒子纠缠态及平均分布在B lo c h球面上的测量可以使得N 方链式 B e l l不等式遮二

f (〈乂』,〉+ 仏 +1玖〉）< 2 ^ ；〇3€的等号成立.事实上也可以证明使该不等式达到最大违背的态和测量操

作是唯一的•证明过程基于B e ll算子的和方（Sum-O f-Square)分解[12’24].利用 S O S分解的谱，可以构建如图 

2 所示的控制操作.具体的证明过程见文献[12]，这里只简单介绍其用到的S O S工具及具体的控制操作.

N 方链式 B e ll不等式中的B e l l算子为 r r x =  ^ ；(A 此 + A m 玖）.因为 r s =  2m;〇S f — r r x 是半正定
z — 1

的，所以存在和方分解，即 存 在 算 子 (是 A ,，B,，A , ®  的多项式形式^旦不一定是半正定的夂使得^二 

显然使得％达到最大违背的量子态和测量，必然使得 r s分解中的每个多项式为零.利用A , | 0〉，

乓| 乓| 0 之间的关系，可以构建图2 所示的局域同构映射，从而实现单态及此2N 个测量的自测

试.其中控制操作为

A ' „ /2+1，n 为偶数，

A ’(„+1)/2 +  A, ( n + 3 ) /2

2cos ( n / 2n )
^为奇数，

Z ’A 二 A j，

(17)

(18)
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f B fn n/2+1

丨 2c〇S(7t/2t7)

\b  (n+X) / 2  为奇数，

，〃为偶数，

2 c o s( tt/ 2 ?i )

(19)

( 2 0 )

2 . 6 鲁棒性

鲁棒性指的是在非理想情形(如实验设备不完美、统计误差等因素）对自测试结果的影响程度.此时实际 

得到的概率统计值与理想值存在偏差e，可表示为 I 〈0 | A J v | 0〉一 E】， 目前研究鲁棒性分析方案有 

两种，一种是基于N P A 半正定方法的数值计算[« ，另一种是试图寻找其解析解_ _ .通常 N P A 方法更受 

欢迎，因为解析解的方法要么给出的界过于低，要么对系统有不等式和维度的约束.这里用基于N P A 的方 

法对上述讲到的C H S H 方案、M aye rs -Y ao方案及其他(2,2,2,2)自测试方案进行比较.

已知对于任意两方系统，我们说一个未知量子态p 可以被自测试到量子态 I 则其中必存在一个局域

同构映射0 •用保真度F  = 〈0 | 一災| 0〉来度量在映射O 下所交换出的态…'̂  = 丨^[命⑴(g)| 00〉抑'〈00 | 

矿 ] 与 I 0〉之间的近似程度.由于0 可以分解为测量算子的线性组合，所 以 F 即为 c =  (19 <A z〉，<尽〉， 

〈A 為 〉，〈B而 〉，〈A 及 〉，…）的线性组合•此时鲁棒性问题将转化为以下半正定优化问题：

min F (c)

s. t. F > 0

\ l(p I I ip) —  E ^yal | <  £,

(A xB y ) =  tr ( pabA x 0  B y ),

此优化问题是一个无限层析的过程，其中 r 是由 

所 有统计值（1，<A ) ，〈B ,〉， ，〈战 

〈八”7〉，〈焱忑，〇广0构成的半正定矩阵.每次 

层析时 r 对应不同的矩阵，如 第 |层 层 析 时 ，r  

是由统计值(i ，〈a z〉，<尽〉）构成的半正定矩阵； 

第二层层析时，r 是由统 计 值 （1，〈A f>，〈尽〉， 

〈A ZA 7 >，〈战 〉）构成的半正定矩阵，以 

此类推.具体的构造方法见文献[22].下面基于 

第二层加部分第三层层析结果，给出下面的鲁棒 

性对比图，见 图 3.

3 2 对量子单态自测试

对比发现CHSH方案是(2, 2, 2, 2)情形下鲁棒性性能最好 

的方案.在通用自测试方案中，a u越大，鲁棒性越好.

图3 不同自测试方案的鲁棒性对比(无量纲图）

( 21)

上面介绍的都是对1 对单态的自测试方案.

实际上，还可以对2 对单态同时进行自测试.显然，若这 2 对单态及各自测量构成的系统之间是分离的，即有 

两个如图1 所示的系统时，自测试这2 对单态及对应的测量是很容易实现的.此时对每个系统分别利用上述 

对单个单态的自测试方案即可实现此2 对单态的自测试.然而当这2 对单态及各自测量同时存在于图1 所 

示的黑盒子中而无法区分时，就变成了对2 对单态同时进行自测试的复杂情况.

下面将介绍两种对2 对 董 子 单 态 自 测 试 的 方 案 事 实 上 ，任意大的 N 对量子单态也是可以同时实现 

自测试，文献[13]中给出了 N 对量子态同时实现自测试的充分条件，这里不做介绍.

3. 1 双 C H S H 方案

双 C H S H 方案[27]考虑（4,4,4,4)情形，记 A lice和 B ob两方执行的4 个测量分别为A。，A i，A 2，A 3 和 

戌 ，私 ，压 ，戌 ，每个测量有4个输出结果，即 ^ ，心6 6{〇，1，2,3}.此时的目的是要自测试系统中的量子态

I 0〉姻 = I 〇〇》+1 I I 〉）]0 2和这 8 个测量*
V2

双 C H S H 的思想是将输入及输出分成两部分，每部分都可以完成一个C H S H 测试.具体来说，输入输
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出可以分成如下两部分，

x  - — 2 s c j  X \ \  ̂y ~  2 ^ 1  +  3̂11 ? (22)

c l  —  2 i d \  C L \ \  b \ \  ?

其中下标 i和11代表两个子系统.此时测量算子也可分解为如下形式：

(23)

TT ：=
丄 丄 a I 0

- K A l  K A n  ■z —aj z— a jj . XX , 1 : =  7TA i  7 rA n  ,
J -丄 a | : c _  丄 x  —<2夏 z ~ a U

(24)

TT ：=
丄 丄 a |:c — 2

: k A x k A xx ■
z —aj x —  a jj ，XX 1 :二  7TA i  tA  ，

- L  J -  a \ x  _  3 x  — a j x —
(25)

类似地，对 Bob —侧的测量算子也是如此.

执行多轮实验之后，如果观测到（26)〜（27)式的统计关系，则存在局域同构映射少 = ( S j n h  ®  

(S j n h ，可交换出2 对单态和相应的8 个测量.也就是说，在局域同构映射等价的意义下，可以确定系统中 

的量子态就是2 对单态，而测量就是上述8 个测量.

y (<z ,1 + z ,/1)<y ,3 + w ,3) +  <x ,1 + x ,/1)<y ,3 - w ,3)) =  2 V 2 , (26)

y (<z ,2 + z ,/2><y ,4 + w ,4) +  <x ,2 +  x ,/2)<y ,4 - w ,4>) =  2 V 2 , (27)

其中 Z A，X \ S A l l ce测量 A z ，:r =  {0,3}的算子的线性组合， 为 A l lc e测量操作A z ，:r =  {2,1}的 

算子的线性组合， 为 B o b测量操作B ,，；y =  {0,2}的算子的线性组合， 为 B ob测量操作B ,，；y =  {0，1} 

的算子的线性组合，W '3为 B ob测量操作B,，；y =  {3，1}的算子的线性组合，W '4为 B ob测量操作B ,，；y =  {3, 

2 }的算子的线性组合.

具体的 S 操作为：

SzSn I 00〉A< =  XX。 丨。 I 00〉A< +  ( ]2 。|3 — JX1|3 +  JX2|3 — JX3|3) I 01〉A< +  ( ]2 。|3 +

II1I3 — IL I3 — IT* )  I n  +  ( IL I3 +  II1I3 — IL I3 +  IT* )  I n 〉心  (28)

3.2 魔方方案

下面介绍魔方（M agic Square)方案 .魔方是一个非常著名的假心灵感应游戏.在这个非局域游戏 

中，量子参与方总可以取得胜利，就像是有心灵感应一样.而经典的参与方只有一定的概率能取得胜利.

魔方方案[27]考虑（3,3,4,4)情形，记八11«；和 8〇13两方执行的3个测量分别为4。，4 1，4 2和_6。，_61，_62, 

每个测量有4 个输出结果，即:r ，；y e  {〇，l ，2}，a ，6 e  {〇，1，2,3}.此时的目的是要自测试系统中的量子态

=  [ | (  I 〇〇〉+1 I I 〉）]®2 和这 6 个测量.
V2

执行多轮实验之后，如果观测到的概率统计分布与（29)式中的量子态及（30)〜 （33)式中的测量对应 

的测量结果相一致，则存在局域同构映射少= (S) ^ 区)（S)邮 ，可交换出2 对单态和相应的6 个测量.也就 

是说，在局域同构映射等价的意义下，可以确定系统中的量子态就是2 对单态，而测量就是上述6 个测量.

U 〉=1 妒 〉 I 妒 〉力 ，〉 ， (29)
V2

U C|0 =  K-~ cl ®  ? (3〇)

X T Cii =  Kx~ci ®  Kx~ cu ? (31)

I L ，1I2 = i %+〉〈%+!， (32)

H 2,3I2 —  % + 〉〈％ + 1， （33)

其 中 I %+〉二 + ( l 中—〉± l ， 〉），I / + 〉二 + ( l 中+ 〉± l 0—》 且 C 二 a J 分别表示A lic e 和 B o b侧的测量. 
V2 V2

具体的 s 操作为：

1

S | 0,0〉=  I 以 〉， (34)
1 , 厂 0
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其中 s °，a =  n 〇l。，义 1 =  n _  -  十 n _  — n _ 十 辽 雜 - n *  -  n 3l3，s u

I T _  — I L ] a  — I L .13 十 X L ,

3 . 3 鲁棒性

图 4 给出双 C H S H 方案和魔方方案的鲁棒性，并将它们与两个独立的C H S H 测试方案(即两个态是完

全分离，利用两次 C H S H 实现其自测试的情形） 

的鲁棒性进行比较.显然，两个独立 C H S H 测试 

方案的鲁棒性更好(由蓝色星点图给出），这是因 

为用户已经知道被测试的两对态是分离的.双 

C H S H 方案的鲁棒性由红绿色方点图及黑色叉 

点图线给出（基于不同层的 r 矩阵），魔方方案的 

鲁棒性由红色实线给出.之所以其中 r 矩阵的大 

小不同是因为双方的测量基个数不同，在考虑到 

层次分析第H 层时，对 应 的 r 矩阵的大小也不 

同 .尽管 r 矩阵的大小不同，还是可以看出双 

C H S H 方案的鲁棒性优于魔方方案.

4 非单态系统的自测试

其中MSB为魔方方案的鲁棒性，绿线和黑线均为双CHSH的鲁棒 

性，297*297,417M U和 177*177代衣对应的 r 矩阵的火小.

图4 双CHSH方案和魔方方案的鲁棒性(无量纲图）

事实上除了上述单态自测试之外，还存在很

多其他的量子态及对应的测量操作构成的量子系统可以实现自测试，在这里将对目前已知的可实现自测试 

的量子态进行介绍.

4 . 1 基于 q u b it自测试的扩展

单态实际上为两-q u b it最大纠缠态，在其上发展起来的自测试方法本质上是基于q u b it的.事实上这种 

成熟的 q u b i t自测试的技术，可以扩展到由两方 q u b it或多个-q u b it构成的系统上.因此部分两粒子纠缠态 

和高维多 q u b it量子态的自测试也就变得容易了.如目前已知的图态态的自测试[1°]，其参与方局域同 

构映射的构造都如图2 中的参与方所示，只是其中的控制操作的定义和参与方的个数有所不同罢了.

这里以两粒子部分纠缠态为例，考虑（2,2,2,2)情形，记八1丨(^和6〇13两方执行的2个测量分别为41， 

A 2 和 ，此时的目的是要自测试系统中的莖子态| 0〉f =  cos(^) | 00〉+  s in (̂ ) | 11〉和这 4个测莖.执 

行多轮实验之后，如果观察到的输入输出概率分布满足如下条件：

I a =  a (A 〇} +  ( A 〇B 0 ) +  (A o B ^  +  ( A ^ o} -  ( A 1B 1 )  =  ^8 +  2a2， (35)

则存在图2 所示的局域同构映射，可交换出量子态1 #〉0和相应的4个测量（这些测量平均分布在Bloch球面 

上，这里不再给出它们的具体形式）.也就是说，在局域同构映射等价的意义下，可以确定系统中的量子态就

是 I 0 V (Sin (2仍 = 7(4 —，)，(4 +  a2))，而测量就是上述4 个测量.

利用上述提到的S O S分解方法，可以推导出使得达到最大违背值的量子态及测量操作必满足以下关

系式

A〇 I ip) =  B〇 | 0), (36)

sin(^)Ai (J +  ) | ip) =  cos(6)B 1( I  — A 〇 ) \ </；). (37)

由此可以定义出如图2 所示的局域同构映射操作，只 是 此 时 其 中 的 控 制 操 作 为 =  A 1;ZZB =

B 〇 +  B , 

2 c o s ( m )
= ，气1，其中 tan(w) =  sin(2汐)• 

ZsinCw；

4 . 2 非基于 q u b it系统的自测试

此种高维系统不再是由many-q u b it构成，如 q u d it系统.为了能够自测试这样的系统，首先需要解决的 

两个问题可能是：1)寻找合适的局域同构映射操作；2)定义恰当的 b e l l方案，尤其是需要大量输入输出的. 

第一点可以由前面q u b it技术的启发得到下面的图5,其中只及S 分别定义为形式:尺m v w  |於姻 I « a/b = 1又％
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\ ( p )  AB \ ji/ ^   ̂S aa /̂b b ' I 0 ) a B I k ) A/B — Z a / b  \ ( p )  AB \ k ) A/B . 不幸的是，对于第二点，即使这样的b e l l方案是存 

在的，找到它也是非常困难的任务.而且，已经有很多证据证明，即使找到这样的b e ll方案也不|定能够再利 

用 SO S分解方法.如(3,3,2,2)方案的b e ll不等式实际上并没有最优的SO S分解.所以只能通过观测到的统

2 ： 及测量的自测试方案.计关系直接推测.这里简要介绍文献[9]给出的关于量子态|

考虑(3，U ，J )情形，记 A lic e 和 B o b两方执行的2 

个 测 量 分 别 为 仏 ^ 焱 ^ ^ 丨 和 ⑴ ^ 戌 ^ ^ 尽 ^ 此 时 的  

目的是要自测试系统中的量子态 I 
n_〉和这 7 个测量.执行多轮实验之后，可以得到如图 

所示的统计值 . 这样的表格有个.实际上根据态的特 

点，存 在 一 些 测 量 基 使 得 得 到 的 是 2 * 2 块对角化的 

矩阵.每一块都可以看成2 ® 2 维的空间，A l ic e 与 Bob 

各 2 维.在这样的测量操作下，被测量子态相邻的两方 

之间可以看成一个整体，如 图 7 所示.其中每个小m 块 

都对应于两粒子部分纠缠态的情形.当然仅是(〇，1)，(2，3)，……，U/—  2, J 一  1 )的划分并不能最终恢复出整 

个量子态，只有加上交叉项才能恢复出整个需要验证的量子态.具体地，对 于 测 量 6  {〇，l h 测量结果心 

6 6  {〇，1}，{2,3}^"，{6/ —  2,6/—1}，对应的7；,,是2*2块对角化的矩阵，此时撕块的统计概率值使得偏6611 

不等式(对不同的块，不等式的参数不同）达到最大违背[9]，由此可知m 块对应的量子态正比例与、 2 m ， 

2m〉+〜 +丨 | 2"? +  1，2?" +  1>•对于测量基 G { 〇 , 2 } 6  {2，3}，测量结果记为 a ，心 6  {1，2}，{3，4}，…，{^ 

—2，0}•类似的，此时块对应的量子态正比例与(:〜+1 | 2m, +  1，2m +  1誦+ c;2w+2 | 十 2，2m +  2〉.

a\b 0 1 d ~ l

0 P ( I ,0 p  (o：, l —  1 j .r，3〇

1 PC I, 0 Wf y ) P ( i f l  1 P ( 0  y d  —  2  I Xyy^)

d  一 1 P ( d  — 1 , 0  x 〇y ) P ( d — 1,1 ] P ( d  —  1, d  —  1 |

图 6 ：T_ :用于统计输人为 U ，_f }输 出 为 忪 ， 的条件概率值

最后通过子系统之间的关系，推得，

Za, = (38)

pkA I ip> ~  p kB \ (py ̂ \/ k ̂ (39)

x \ n  i (p) == n  1
c0 '

(40)

其 中 X f ，X f ，厶 ，心为酉运算，由 A lic e 及 B o b实际采用的测量操作来定义，{义}，{^}为完备的正交投影 

算符.此时存在如图5 所示的局域同构映射，在此映射下量子态变为| | ZZ> ，测量变为相对

应的测量.此外读者可以参看文献[31]，在该文献中作者指出高维Magic S quare也可以实现该量子态及测 

量系统的自测试.

5 结 论

测试量子设备的可信性是各种量子信息处理任务中的重大需求.量子系统可以实现“设备自己测试自 

己”，这种测试方法就是自测试.自测试是设计设备无关量子密码协议及其他量子信息任务的理论基础.

实际上，通过一种自测试方案能确保量子系统中相应的态和测蠶的可信性，而由这种态和测量可以完成 

的量子信息任务，就可以看作是设备无关的，或者说是可信的.相对于各种各样的量子信息处理任务来说，上 

述量子系统自测试的成果还只是冰山一角.因此，寻找更多可以完成自测试的态、给出更多不同的自测试方 

案，具有重要的理论意义和应用价值.相关成果有助于发现更多可以在设备无关前提下完成的量子信息处理
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任务，特别是设备无关量子密码任务.这对于理解量子力学到底能给密码学带来什么样的变革有重要的指引 

作用，而实现更多量子密码协议也有利于推动量子密码与传统密码的融合.

本文介绍了量子系统自测试的研究进展，包括自测试的概念、单态自测试方案和非单态自测试方案.希 

望本文可以使读者对量子系统自测试有一个初步的了解，并对相关研究起到一定的启发作用.
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Research of Self-testing of Quantum System
Gao Fei, Wang Yukun，Qin Sujuan, Wen Qiaoyan

(State key Laboratory of Networking and Switching Technology, Beijing University of Posts and Telecommunications,

Beijing 100876, China)

Abstract ： Self-testing refers to the possibility of characterizing uniquely the state and the measurements contained in 

quantum devices. It is based on the observed classical input-output statistics. This is a formidable task and is impossible in the 

classical world； however in quantum physics, the peculiar phenomena of non-locality can make this task possible. Self-testing 

provides fundamental basis for device independent quantum cryptography protocols. In this paper, we will summarize the pro­

gress made in self-testing research. Firstly, we will introduce some self-testing criterion for the quantum system constructed by 

two-qubit maximum entangled state (singlet) and the corresponding measurements. The criterion including both of two scenari­

os , one copy of singlet and two parallel of singlets. For one copy of singlet, there are CHSH criteria, Mayers-Yao criteria, (2, 

2 ,2 ,2 ) universal criteria and ( N ,N ,2,2) Chain-Bell criteria； while for the two parallel of singlets, there are double-CHSH cri­

teria and Magic Square Criteria. Then we will show how expand our analysis of the singlet to the case of any entangled two qu­

bits and high dimensional states briefly. In the end of the paper, we look forward to the future of self-testing.
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