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线性两比式和的全局优化新算法
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摘　要：对线性两比式和这一非凸ＮＰ困难的优化问题提出新的全局优化算法．首先把原问题等价地转化为

一维参数优化问题．设计了巧妙的下界估计方法，在此基础上提出相应的分支定界算法，该算法最坏情况下可需要

犗（１／ε）迭代步以求得ε近似全局最优解．数值结果表明，提出的新算法优于商业软件包ＢＡＲＯＮ．此外，针对线性两

比式和问题的一个具有隐凸性（等价于一个二阶锥规划）的应用特例，分支定界算法比基于ＣＶＸ平台调用ＳＤＰＴ３

求解相应的二阶锥规划等价模型效率更高．
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一般的线性比式和问题模型为：

ｍｉｎ　∑
狆

犻＝１

犪Ｔ犻狔＋犪０犻

犫Ｔ犻狔＋犫０犻
，

ｓ．ｔ．　犅狔＝犮，０狔 犱，

（１）

其中，犅 ∈犚
犿×狀，犪犻，犫犻 ∈犚

狀（犻＝１，…，狆），犮∈犚
犿，犱∈犚

狀，犪０犻，犫０犻 ∈犚（犻＝１，２，…，狆）．

线性比式和问题在叠层制造［１－２］、材料布局［３－５］和经济学［６－７］等领域中有许多重要应用．其算法为众多

学者所关注［８－１８］．例如，基于文献［１１］，通过引进界提升和锥压缩等策略，文献［１２］提出了新的分支缩减定

界算法．文献［１３］把原问题等价地转化为双线性规划问题，然后利用双变量乘积函数的凸包络与凹包络的线

性化技巧，松弛构造原问题的下界，再应用分支定界算法求解．文献［１４］利用线性化技巧构造原问题的线性

松弛下界，再利用剪枝策略提出了一个新的算法且给出了此算法的收敛性．文献［１５］提出近似求解算法，当

狆是固定数时复杂度分析表明其是完全多项式时间近似算法．文献［１６］将该结论推广到带线性矩阵不等式

的线性比式和问题．

本文考虑一个最简单的线性比式和问题，即狆＝２．通过ＣｈａｒｎｅｓＣｏｏｐｅｒ变换
［１９］，线性两比式和问题可

以进一步等价简化为如下优化问题：

（Ｐ）　ｍｉｎ　
犪Ｔ１狓＋犫１

犪２
Ｔ狓＋犫２

＋犪
Ｔ
３狓，　　　　　　

ｓ．ｔ．　狓∈犇＝｛狓狘珟犅狓＝珓犮，０狓珟犱｝．

为避免分母为零造成问题没有定义，假定犇  ｛狓狘犪
Ｔ
２狓＋犫２ ＞０｝．

问题（Ｐ）在经济学
［２０］和债券投资组合［２１］等领域中依然有诸多应用．问题（Ｐ）的目标函数既不是拟凸也

不是拟凹函数，即使对于二维变量，文献［２２］给出了一个三维图形表明该目标函数既不是凹函数也不是凸

函数，因此问题（Ｐ）的求解仍有很大的挑战性
［２３］，事实上，文献［２４－２５］已经证明问题（Ｐ）为ＮＰ难问题．文

献［２６］基于最优水平解的概念，从一个初始的最优水平解出发，利用带参数的序列算法求得一系列局部最优

解，从而得到问题的最优解．文献［２７］通过引入辅助变量，把原问题等价转化为（狀＋２）维优化问题，调用外逼
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近算法求解．

本文首先将（Ｐ）提升为一个等价的一维参数优化问题：

（ＰＭ） ｍｉｎ
狉∈［狉ｍｉｎ，狉ｍａｘ］

犌（狉）∶＝ ｍｉｎ
狓 ∈犇，犪２Ｔ狓＋犫２＝狉

犪Ｔ１狓＋犫１

狉
＋犪

Ｔ
３狓｛ ｝｛ ｝． （２）

其中狉ｍｉｎ＝ｍｉｎ狓 ∈犇犪
Ｔ
２狓＋犫２，狉ｍａｘ＝ｍａｘ狓 ∈犇犪

Ｔ
２狓＋犫２，对应着两个线性规划问题．（ＰＭ）的特点是对于任意

给定的参数狉，通过求解一个线性规划问题可以获取目标函数值犌（狉），然而却无法获知犌（狉）关于狉的显式函

数表达式．

本文提出了一个巧妙的估界方法，通过任意两个端点处犌（狉）值的信息，可以显式给出整个区间上的下

界函数，基于该下界函数，进一步设计了高效分支定界算法来求解（ＰＭ），且可以在至多犗（１／ε）步迭代后找

到ε近似全局最优解．

作为对比，先将（Ｐ）等价改写为如下非凸二次约束二次规划，然后调用商业软件包ＢＡＲＯＮ
［２８］进行求

解：

（ＱＰ）　ｍｉｎ狓，狋　狋＋犪
Ｔ
３狓，　　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　狋（犪
Ｔ
２狓＋犫２）＝犪

Ｔ
１狓＋犫１，狓∈犇．

此外，还计算了（Ｐ）的一个特例
［２９］：犪２＝犪３，它衡量了某种意义上的公平性，具体见文献［２９］．该特例中的目

标函数可以证明是伪凸函数，且可以证明该特例进一步等价于下列的二阶锥规划问题［２９］：

（ＳＯＣＰＬＰ）　ｍｉｎ狊，狋，狔，狕　狋－犫２，　　　　　　　　　　　　　

　ｓ．ｔ．　 犃狔－狊犫＝０，

犪Ｔ２狔＋犫２狊＝１，

狕＝２犫２犪
Ｔ
２狔＋犫

２
２＋犪

Ｔ
１狔＋（犫

２
２＋犫１）狊，

‖（２犪
Ｔ
２狔，狊－狋＋狕）

犜
‖ 狊＋狋－狕，

狔０，

其中范数为欧氏范数，其所在的约束为一个三维的二阶锥约束．基于ＣＶＸ平台
［３０］的ＳＤＰＴ３软件包求解．如

果 （珋狊，珋狋，珔狔，珔狕）是（ＳＯＣＰＬＰ）的最优解，则珚狓＝珔狔／珋狊是问题（Ｐ）的最优解．

１　新的估计方法

考虑调用分支定界算法求解（ＰＭ），一维区间上的分支极为简单，即将 ［狉ｍｉｎ，狉ｍａｘ］剖分为 ∪
犽
犻＝１［狉犻，

狉犻＋１］，算法效率取决于在每个剖分区间［狉犻，狉犻＋１］上高效计算

（ＰＭ１）　 ｍｉｎ
狉∈［狉犻，狉犻＋１］

犌（狉）

的一个高质量的下界，前提是只有在两个区间端点狉犻 和狉犻＋１处求解相应目标函数犌（狉）而获得的解的信息．

首先注意到在两端点处的函数值计算犌（狉犻）和犌（狉犻＋１）对应于两个线性规划问题．求解得到最优的狓 的

解和对应于约束犪Ｔ２狓＋犫２＝狉的最优乘子，分别记为（狓（狉犻），λ（狉犻））和（狓（狉犻＋１），λ（狉犻＋１））．下面利用两端点

处的这些解信息来巧妙估计（ＰＭ１）的下界．

简便起见，令狆（狓）＝犪
Ｔ
１狓＋犫１，犺（狓）＝犪

Ｔ
３狓，犵（狓）＝犪

Ｔ
２狓＋犫２，则对于任意的狉∈［狉犻，狉犻＋１］，目标函数

值犌（狉）对应求解未知量为狓的线性规划问题，根据线性规划的强对偶性，有，

犌（狉）＝ｍａｘ
λ∈犚

ｍｉｎ
狓∈犇

狆（狓）

狉
＋犺（狓）－λ（犵（狓）－狉）＝ （３）

ｍａｘ
λ∈犚

狆（狓（λ，狉））

狉
＋犺（狓（λ，狉））－λ犵（狓（λ，狉））＋狉λ， （４）

其中，狓（λ，狉）是（３）式的内层优化问题的最优解．

令（狓（狉），λ（狉））是线性规划犌（狉）的解，则由强对偶性质，犌（狉）等价于在最优乘子处拉格朗日函数的最

优值，即

犌（狉）＝ｍｉｎ
狓∈犇

狆（狓）

狉
＋犺（狓）－λ（狉）（犵（狓）－狉）． （５）
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在（５）式中分别令狉＝狉犻，狉犻＋１，由其定义，目标函数（５）在狓（λ，狉）处的值则要不小于其值，从而有：

狆（狓（λ，狉））

狉犻
＋犺（狓（λ，狉））－λ（狉犻）犵（狓（λ，狉））＋狉犻λ（狉犻）犌（狉犻）， （６）

狆（狓（λ，狉））

狉犻＋１
＋犺（狓（λ，狉））－λ（狉犻＋１）犵（狓（λ，狉））＋狉犻＋１λ（狉犻＋１）犌（狉犻＋１）， （７）

在（４）式中，未知量狆（狓（λ，狉）），犺（狓（λ，狉））和犵（狓（λ，狉））满足（６）～（７）式，于是分别将其松弛为３个满足

（６）～ （７）式的一维变量狔狆，狔犺，狔犵，从而得到犌（狉）关于狉在［狉犻，狉犻＋１］上的下界函数为：

犌（α）∶＝ｍａｘ
λ∈犚

ｍｉｎ
狔狆
，狔犺，狔犵

　
狔狆

狉
＋狔犺－λ狔犵＋狉λ，　　　　　　　　　　　 （８）

ｓ．ｔ．
狔狆

狉犻
＋狔犺－λ（狉犻）狔犵＋狉犻λ（狉犻）犌（狉犻）， （９）

狔狆

狉犻＋１
＋狔犺－λ（狉犻＋１）狔犵＋狉犻＋１λ（狉犻＋１）犌（狉犻＋１）， （１０）

（８）～（１０）式的内层优化问题是关于未知量 （狔狆，狔犺，狔犵）的三维线性规划，由线性规划的强对偶性等价于其

极大化型的对偶问题．这样，（８）～（１０）式等价于下列的极大优化问题：

ｍａｘ
λ∈犚
　ｍａｘ

μ１，μ２
　μ１（犌（狉犻）－狉犻λ（狉犻））＋μ２（犌（狉犻＋１）－狉犻＋１λ（狉犻＋１））＋狉λ， （１１）

ｓ．ｔ
１

狉犻
μ１＋

１

狉犻＋１
μ２＝

１

狉
， （１２）

μ１＋μ２＝１， （１３）

λ（狉犻）μ１＋λ（狉犻＋１）μ２＝λ， （１４）

μ１，μ２ ０． （１５）

因为狉犻 ≠狉犻＋１ ，由（１２）～（１３）式可以唯一地求出μ１，μ２：

μ１＝
狉犻（狉犻＋１－狉）

狉（狉犻＋１－狉犻）
，μ２＝

狉犻＋１（狉－狉犻）

狉（狉犻＋１－狉犻）
． （１６）

进一步，因为０＜狉犻狉狉犻＋１且后两个不等式中的等式不能同时取到，上述μ１和μ２的表达式（１６）式自动

满足（１５）式．此外将解μ１、μ２ 和（１６）式代入（１４）式，可知未知量λ可行解唯一：

λ＝
狉犻狉犻＋１

狉犻＋１－狉犻
（λ（狉犻）－λ（狉犻＋１））

１

狉
＋

１

狉犻＋１－狉犻
（λ（狉犻＋１）狉犻＋１－λ（狉犻）狉犻）． （１７）

将（１６）式和（１７）式代入（１１）式，可得下界函数犌（狉）的解析表达式：

犌（狉）＝犮１狉＋
犮２

狉
＋犮３， （１８）

其中各系数表达式如下：

犮１＝
狉犻＋１λ（狉犻＋１）－狉犻λ（狉犻）

狉犻＋１－狉犻
， （１９）

犮２＝狉犻狉犻＋１犮１－
犌（狉犻＋１）－犌（狉犻）

狉犻＋１－狉犻
（ ）， （２０）

犮３＝
狉犻＋１犌（狉犻＋１）－狉犻犌（狉犻）

狉犻＋１－狉犻
－犮１（狉犻＋１＋狉犻）． （２１）

进一步，不难直接验证知该下界函数在两个端点狉犻，狉犻＋１ 处是紧的：

犌（狉犻＋１）＝犌（狉犻＋１），犌（狉犻）＝犌（狉犻）． （２２）

那么，在区间 ［狉犻，狉犻＋１］上，犌（狉）的最小值给出了（ＰＭ１）的下界：

ｍｉｎ
α∈［狉犻，狉犻＋１］

犌（狉）＝
２ 犮１犮槡 ２ ＋犮３，　犮１ ＞０，犮２ ＞０，狉犻 ＜

犮槡２

犮槡１

＜狉犻＋１，

ｍｉｎ｛犌（狉犻＋１），犌（狉犻）｝，其他．

烅

烄

烆

结合（２２）式，容易证明下面的定理．
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定理１　令犮１，犮２ 和犮３ 分别如（１９）～（２１）式所定义．如果，

犮１ ＞０，犮２ ＞０，珘狉∶＝
犮２

犮１槡 ∈ （狉犻，狉犻＋１）， （２３）

那么 ｍｉｎ
狉∈［狉犻，狉犻＋１］

犌（狉） ｍｉｎ
狉∈［狉犻，狉犻＋１］

犌（狉）＝２ 犮１犮槡 ２ ＋犮３，且珘狉是犌（狉）在区间［狉犻，狉犻＋１］上的唯一极小点．否则，

ｍｉｎ
狉∈［狉犻，狉犻＋１］

犌（狉）＝ｍｉｎ｛犌（狉犻），犌（狉犻＋１）｝．

２　算法及其复杂度

本节用分支定界算法求解（ＰＭ）并分析其收敛性以及复杂度．采用的是ω 分支方法，即选取下界函数

犌（狉）的极小点珘狉（２３）式作为剖分点来剖分当前区间 ［狉犻，狉犻＋１］．本文的终止准则是寻找到一个全局近似解，

定义如下．

定义１　可行解狉 称为是（ＰＭ）的ε近似全局最优解，如果它满足：

犌（狉） ＯＰＴ（犘犕）＋ε， （２４）

其中ε＞０且ＯＰＴ（ＰＭ）是（ＰＭ）的全局最小值．

本文的具体算法如下：

分支定界算法

步骤１　初始化：ε＞０，狉１ ＝狉ｍｉｎ，狉２ ＝狉ｍａｘ．

步骤２　通过求解线性规划计算犌（狉犻）（犻＝１，２）及对应犪
Ｔ
２狓＋犫２ ＝狉的拉格朗日乘子λ犻（犻＝１，２）．

令犝犅 ＝犌（狉１），狉 ＝狉１ 和犜 ＝０．若犌（狉２）＜犝犅，更新犝犅 ＝犌（狉２）并置狉
 ＝狉２．

令犽＝２（计算函数值的次数（即迭代次数））．

步骤３　若在区间 ［狉犻，狉犻＋１］＝∶［狉１，狉２］上（２３）式不成立，则执行步骤７．

否则，选取珘狉（２３）式，并计算犌（珘狉）和对应犪
Ｔ
２狓＋犫２ ＝狉的拉格朗日乘子珘λ．更新犽∶＝犽＋１．

如果犌（珘狉）＜犝犅，更新犝犅 ＝犌（珘狉）并置狉
 ＝珘狉．

步骤４　利用定理１分别计算在区间 ［狉犻，狉犻＋１］＝∶［狉１，珘狉］与［狉犻，狉犻＋１］＝∶［珘狉，狉２］上的下界犔犅１，犔犅２．

如果犔犅１ ＜犝犅－ε，更新犜∶＝犜 ∪ ｛（犔犅１，狉１，珘狉）｝．如果犔犅２ ＜犝犅－ε，更新犜∶＝犜 ∪ ｛（犔犅２，珘狉，狉２）｝．

步骤５　如果犜 ＝０，执行步骤６．否则，计算（犔犅，狉１，狉２）∶＝ａｒｇ ｍｉｎ
（狋，，）∈犜

狋．

如果犔犅
犝犅－ε，执行步骤６，否则，更新犜∶＝犜＼｛（犔犅

，狉１，狉２）｝并返回步骤３．

步骤６　输出狉∶（ＰＭ）的ε近似全局最优解．

步骤７　输出狉∶（ＰＭ）的全局最优解．

注意到（Ｐ）的定义中，犇 是有界的．从而对任给狉∈［狉ｍｉｎ，狉ｍａｘ］，线性规划犌（狉）与其对偶问题都有解，对

应犪Ｔ２狓＋犫２＝狉的拉格朗日乘子也是对偶问题的最优解的分量（当对偶最优解集无穷多个取值时选取最小

的），设犝 为在区间 ∈ ［狉ｍｉｎ，狉ｍａｘ］上犌（狉）拉格朗日乘子的绝对值上界．

定理２　任给ε＞０，本文提出的新算法最多迭代

４犝狉ｍａｘ
２（狉ｍａｘ－狉ｍｉｎ）

狉ｍｉｎ
２
ε

［ ］ （２５）

步即可找到问题（ＰＭ）的ε近似全局最优解．

证明　假设（犔犅，狉犻，狉犻＋１）∈犜是选取的当前迭代点，则犔犅＝犔犅
．可以假定（２３）式在区间［狉犻，狉犻＋１］上

成立．否则，从定理１中可知犔犅＝犝犅 ，算法终止得到问题的全局最优解．

若（２３）式成立，表明下界函数犌（狉）是一个凸函数．因此，对于任意狉∈ ［狉犻，狉犻＋１］，有

犌（狉）犌（狉犻）＋犌′（狉犻）（狉－狉犻）＝犌（狉犻）＋ 犮１－
犮２

狉２犻
（ ）（狉－狉犻） （２６）

犌（狉犻）＋ 犮１－
犮１狉

２
犻＋１

狉２犻
（ ）（狉－狉犻） （２７）

犌（狉犻）－
狉２犻＋１－狉犻

２

狉犻
２ 犮１（狉犻＋１－狉犻）， （２８）
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其中，第一个不等式由于凸函数的性质，等式（２６）式由（２２）式可得，不等式（２７）由（２３）式的第３个不等式得

到．此外，由犮１ 和犝 的定义，有

犮１（狉犻＋１－狉犻）＝狉犻＋１λ（狉犻＋１）－狉犻λ（狉犻） （狉犻＋１＋狉犻）犝． （２９）

把（２９）式代入（２８）式有犔犅
＝ ｍｉｎ
狉∈［狉犻，狉犻＋１］

犌（狉）犌（狉犻）－
（狉犻＋１＋狉犻）

２（狉犻＋１－狉犻）

狉犻
２ 犝犝犅－

４狉２ｍａｘ（狉犻＋１－狉犻）

狉２ｍｉｎ
犝．

因此，终止准则犔犅
＞犝犅－ε 必然满足的一个充分条件是剖分区间足够小，具体而言是狉犻＋１－狉犻 ＜

狉２ｍｉｎ

４犝狉２ｍａｘ
·ε．注意到整个区间长度为狉ｍａｘ－狉ｍｉｎ，从而得到证明．

３　数值算例

为了验证新算法的可行性与高效性，通过随机生成的算例进行测试．除了珟犱设成分量全是２的固定的向

量，所有问题（Ｐ）的数据都是在区间 ［－δ，δ］上（参数δ＝１或１０）通过均匀分布产生．

将本文的全局优化算法与软件包进行对比．如前言末尾部分所述，针对一般的问题（Ｐ），对比对象为调用

商业软件包ＢＡＲＯＮ
［２８］求解等价问题（ＱＰ）．针对犪２＝犪３的特殊应用问题

［２９］，对比对象为基于ＣＶＸ平台
［３０］

调用ＳＤＰＴ３软件包求解等价问题（ＳＯＣＰＬＰ），注意此时该非凸优化问题等价于这一凸规划问题．

数值实验是用 ＭＡＴＬＡＢＲ２０１４ａ在配置为２．６Ｇ的双核处理器和３２Ｇ内存的服务器上运行的．在表１

中，当δ＝１且狀５００时，利用ＳＤＰＴ３求解时，计算结果为＂ＮａＮ＂，报错原因为＂Ｓｔｅｐｓａｒｅｔｏｏｓｈｏｒｔ＂，该错

误在换用配置为２．５Ｇ的单核处理器和８Ｇ内存的笔记本上运行时并不发生，此种情况下切换为后者的计

算环境．同样地，当δ＝１０且狀１００时，亦因同样原因作如此切换．本文的算法以及ＢＡＲＯＮ精度均设置为

ε＝１ｅ６．因为与ＳＤＰＴ３的终止准则不一致，为公平起见，调整ＳＤＰＴ３的精度使其给出的解与本文方法给出

的解具有同样的精度．

在所有的数据实验中，都是随机独立地产生１０个算例分别进行计算，在表１、表２中汇报１０次计算的

平均结果．其中＂ｔｉｍｅ＂指运行时间的平均值，＂ｉｔｅｒ．＂指迭代次数的平均值，当运行时间超过３６００ｓ时，用＂－＂

表示．

表１　新算法与犛犇犘犜３求解特殊问题（犘）（δ＝１，１０）的对比结果

δ １ １０

狀
ＳＤＰＴ３

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

Ｏｕｒｓ

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

ＳＤＰＴ３

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

Ｏｕｒｓ

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

５０ ０．３９ ２９．３ ０．０１ １７．７ ０．６３ ３７．６ ０．０１ ９．３

１００ ０．４８ ３４．１ ０．０３ １７．６ ０．６２ ４５．５ ０．０２ １４．６

２００ ０．８９ ４０．３ ０．１０ １７．９ １．１０ ５０．９ ０．１２ ２１．３

３００ １．８２ ４３．４ ０．３４ ２３．６ ２．２１ ５３．４ ０．３２ ２２．７

５００ ９．２９ ４９．９ ２．０７ ２６．１ ９．０１ ５７．１ １．２３ ２０．０

１０００ ６５．５７ ５６．２ １７．１４ ２７．５ ６８．７２ ６１．６ １３．５２ ２１．６

１５００ ２６７．１６ ５５．９ ６９．９７ ２８．７ ２６２．５６ ７０．８ ６６．０１ ２５．３

２０００ ４７６．１４ ５８．７ １８１．４０ ２９．３ ５５１．１５ ６４．８ １９１．９７ ２７．３

２５００ ７１２．７４ ４５．０ ３７２．１５ ２８．８ ８３３．８１ ５０．６ ３８９．６９ ２７．６

３０００ １３１６．１３ ４６．１ ７３４．５８ ２９．７ １５９８．０６ ４７．５ ７５４．３４ ２７．５

３５００ ２６０５．５４ ４６．７ １２０２．５９ ３１．６ ３１４９．３２ ５４．７ １４１１．５４ ３０．８

４０００ － － ２０６５．１１ ３２．０ － － ２３２２．８６ ３３．３

　　对一般问题（Ｐ），当δ＝１时，从表２中可以看出，新算法的运行时间要远远少于商业软件包ＢＡＲＯＮ．随

着维度的增加，ＢＡＲＯＮ的计算时间迅速增长，本文算法时间的增幅则比较缓慢．当狀＝１２００时，ＢＡＲＯＮ的

运行时间已经超过３６００ｓ，而本文的算法运行时间依然还不足３０ｓ．即使到狀＝８０００，本文算法运行时间也

不足３６００ｓ．类似地，当δ＝１０时，从表２中可以观察到同样的对比结果，此外，δ＝１０时生成的例子略难于
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δ＝１时的算例．

表２　新算法与犅犃犚犗犖求解一般问题（犘）（δ＝１，１０）的对比结果

δ １ １０

狀
ＢＡＲＯＮ

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

Ｏｕｒｓ

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

ＢＡＲＯＮ

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

Ｏｕｒｓ

ｔｉｍｅ ｉｔｅｒ．

５０ ０．４９ １．２ ０．０３ ２１．６ ０．５５ １．８ ０．０３ ２４．６

１００ １．６０ １．４ ０．０５ ２４．０ １．６３ １．４ ０．０５ ２５．５

２００ ９．１９ ２．２ ０．１５ ２９．１ ９．３１ １．８ ０．１３ ２８．４

３００ １９．８６ １．６ ０．３８ ２８．６ ２７．００ １．８ ０．３８ ３０．２

４００ ６０．５８ ２．０ ０．８９ ３１．６ ６３．２５ １．０ ０．７８ ２９．４

５００ １０７．７６ １．８ １．７８ ３２．６ １８７．００ ２．８ １．６１ ３０．３

６００ ２１５．８３ １．２ ３．１８ ３３．８ ２０２．８７ １．２ ３．１１ ３３．８

７００ ４６０．３５ １．８ ５．０５ ３３．７ ４１２．６３ １．１ ５．２３ ３４．７

８００ ６３７．４２ １．４ ７．７０ ３３．３ ６１６．２４ １．１ ６．７６ ３０．１

９００ １０５０．７３ ２．０ １１．１１ ３２．４ － － １１．５７ ３４．３

１０００ １４２３．４５ １．２ １５．５７ ３３．５ － － １５．０６ ３２．２

１１００ ２００９．９０ １．７ ２１．３４ ３３．７ － － ２０．６４ ３３．０

１２００ － － ２９．８４ ３５．０ － － ２９．０９ ３５．８

５０００ － － ６６３．４６ ３９．９ － － ７６６．８９ ４３．１

８０００ － － ３３４１．８１ ４４．４ － － ３０７２．２２ ４１．６

１００００ － － ７５３９．２８ ４７．０ － － ６３０２．５２ ４４．６

　　对特殊问题犪２＝犪３，由于其等价于二阶锥规划，基于ＣＶＸ平台调用软件包ＳＤＰＴ３求解（ＳＯＣＰＬＰ）来与

本文的全局优化算法做对比．数值结果如表１所示．当δ＝１时，从表１中可以看出，本文算法的运行时间也远

远少于ＳＤＰＴ３．特别地，当狀＝５０时，ＳＤＰＴ３的运行时间是本文的３９倍．δ＝１０的例子也是类似．本文算法的

迭代次数都不足３５次．从运行时间来看，本文算法明显优于ＳＤＰＴ３．注意到从最坏复杂度来看，本文算法并

不是多项式时间算法的，而ＳＤＰＴ３却是．

４　结　论

线性两比式和是非凸ＮＰ－困难的优化问题，本文基于一个巧妙的估界技术提出新的全局优化算法．与

商业软件包ＢＡＲＯＮ数值对比，本文的算法具有极大的优势．对一个特殊结构的线性两比式和问题（具体而

言等价于一个二阶锥规划问题），本文针对原问题设计的全局优化算法比基于ＣＶＸ平台调用ＳＤＰＴ３来求

解其等价凸规划问题还要更有效．本文的算法方法有望被推广到求解更广泛的非凸优化问题．
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