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  摘 要:自然因素、人为因素以及地表水的渗透能够改变干旱和半干旱地区生态平衡,为了反映随机环境噪声

对干旱半干旱地区生态系统的影响,建立了由 Markov链和高斯白噪声驱动的随机时滞植被-水系统,通过随机比较

原理,研究了植被及水的有限时间的动力学行为,给出了系统有限时间稳定性和有限时间收缩稳定性的充分条件.
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近年来受自然因素(降雨量少,蒸发大等)以及人为因素(不受控制的伐木、过度放牧等)的影响,干旱和

半干旱地区植被生态平衡遭到了严重破坏,引起了学者的广泛关注[1-4].例如,考虑了水的空间扩散,

KLAUSMEIER[1]提出一类反应扩散植被-水系统,探究干旱地区植被退化的内在原因,在该模型的基础上,
进一步考虑水的渗透作用,HILLERISLAMBERS等[2]建立了经典的三维植被-水系统模型.随着植被动力

学理论的发展,许多学者从不同视角建立植被-水系统模型研究其解的适定性、持久性、绝灭性及其控制策

略等[3-4].
值得注意的是,上述模型未考虑水的渗透对生态系统的影响.事实上,地表水的渗透存在时滞并且时滞

大小随着时间的变化而变化[5].另一方面,环境噪声在生态系统中起着重要的作用[6],水的蒸发和渗透以及

降雨等因素经常会受到某些环境因素的干扰,使得植被-水系统的参数发生突变,这一现象通常用 Markov
切换来刻画[7].因此在研究植被-水相互作用时,应该考虑时变时滞、Markov切换和随机噪声的影响.

有限时间稳定性(finite-timestability,FTS)和有限时间收缩稳定性(finite-timecontractionstability,

FTCS)在经济学、工程和医学等领域得到了广泛的关注[8-9].同样在生态学领域中,当植被遭受破坏,更需要

在有限的时间得到修复.与长时间动力学行为比较,有限时间的稳定性的研究更有意义.另一方面,生态系统

中,过量的植被和水对生态环境无益.而收缩稳定意味着在给定时间内,如果植被和水的密度在有限的时间

内低于一定的水平,则可以视为荒漠化.这样,有限时间收缩稳定性的理论研究可为植被荒漠化预警提供可

靠的理论依据.本文建立由 Markov切换和高斯噪声驱动的随机时滞植被-水系统,研究该系统模型有限时间

稳定性和有限时间收缩稳定性,给出FTS和FTCS的判据,所得到的结论是文献[1-5]的扩展.

1 系统建立

文献[10]提出如下植被-水系统:
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du(x,t)=[DuΔu(x,t)+
v(x,t)

v(x,t)+1
u(x,t)-su(x,t)]dt,

dv(x,t)=[DvΔv(x,t)+α
(u(x,t)+f)
u(x,t)+1

w(x,t)-γ v(x,t)
v(x,t)+1

u(x,t)-zv(x,t)]dt,

dw(x,t)=[DwΔw(x,t)+R-α
(u(x,t)+f)
u(x,t)+1

w(x,t)-pw(x,t)]dt,
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(1)

其中,u(x,t)为植被生物量,v(x,t)为土壤水密度,w(x,t)为地表水密度,Di,i=u,v,w 分别为植被、土
壤水和地表水的扩散系数,s为植被的死亡率,α为渗透地表水比例,γ为植被水吸收系数,z为土壤水分流失

率,f 为土壤渗透系数,p 为地表水的损失率.在干旱地区,地表水主要来自降雨,为土壤提供水分.然而,地
表水的渗透并不是瞬间的,这意味着在这个过程中有时滞作用.同时,土壤含水饱和度也影响着渗透速率.因
此,在模型(1)的基础上,考虑地表水转变为土壤水的时滞和扩散特征,则得到下列具有时滞的反应扩散植

被-水的模型:

du(x,t)=[DuΔu(x,t)+
v(x,t)

v(x,t)+1
u(x,t)-su(x,t)]dt,

dv(x,t)=[DvΔv(x,t)+α
(u(x,t)+f)
u(x,t)+1

w(x,t-τ(t))-γ v(x,t)
v(x,t)+1

u(x,t)-zv(x,t)]dt,

dw(x,t)=[DwΔw(x,t)+R-α
(u(x,t)+f)
u(x,t)+1

w(x,t)-pw(x,t)]dt,

ì
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(2)
其中,时滞τ(t)有界,即存在常数的τ>0,使得0<τ(t)⩽τ.因为,地表水渗透与土壤含水量有关:当土壤

缺水时,土壤水分渗透速率快渗透时滞较小.随着土壤含水量的增加,地表水的渗透速率减慢渗透时滞增大.
当土壤中的水接近饱和时,渗透时滞趋于一个恒定的τ.由此,可假设0⩽̇τ⩽η<1.系统(2)的所有参数均为

正常数,其初始值和边界条件为

ϑ(x,0)=ϑ0(x),x∈Γ,∂ϑ
(x,t)
∂n =(

∂ϑ(x,t)
∂x1

,∂ϑ(x,t)
∂x2

)=0,x∈∂Γ,t>0,

其中,ϑ表示u,v 和w.∂Γ 是Γ⊂R2 的边界,n 是边界的外法向量,ψϑ(x,s)是(-τ,0]×Γ 上的有界连续

函数.
随机因素对有限时间动力学行为的影响不容忽视.例如,恶劣的天气条件(如持续的高温或持续的降雨)

可能会干扰植被和水的情况.此外,修复策略对生态系统的有着重要影响.例如,在短期内补播、维护和补水

等措施会影响生态系统的动力学行为.因此,考虑修复策略和随机因素对植被和土壤水的影响,提出如下具

有 Markov切换的随机植被-水系统:

du(x,t)=[Du(ζ(t))Δu(x,t)+
v(x,t)

v(x,t)+1
u(x,t)+π1(ζ(t))u(x,t)-

s(ζ(t))u(x,t)]dt-σ1(ζ(t))u(x,t)dB1(t),

dv(x,t)=[Dv(ζ(t))Δv(x,t)+α(ζ(t))
(u(x,t)+f(ζ(t)))

u(x,t)+1
w(x,t-τ(t))-

γ(ζ(t))
v(x,t)

v(x,t)+1
u(x,t)+π2(ζ(t))v(x,t)-z(ζ(t))v(x,t)]dt-

σ2(ζ(t))v(x,t)dB2(t),

dw(x,t)=[DwΔw(x,t)+R(ζ(t))+π3(ζ(t))w(x,t)-p(ζ(t))w(x,t)-

α(ζ(t))
(u(x,t)+f(ζ(t)))

u(x,t)+1
w(x,t)]dt-σ3(ζ(t))w(x,t)dB3(t).

ì
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(3)

Bi(t)(i=1,2,3)为标准布朗运动,π1、π2、π3 分别代表植被、土壤水和地表水的修复强度,σi(i=1,2,3)为

噪声强度.初始状态和边界条件与系统(2)相同.{ζ(t)}t⩾0 是具有有限状态空间S={1,2,…,M}的右连续

Markov链,并且独立于布朗运动Bi(t)(i=1,2,3).ζ(t)的生成矩阵为O=(pij
)M×M,因此对于足够小的

Δt>0,
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P{ζ(t+Δt)=j|ζ(t)=i}=
qij +o(Δ)t,i≠j,

1+qijΔt+o(Δt),i=j,{
qij 是从i到j的转移概率,并且Δt满足limΔt→0o(Δt)/Δt=0.如果i≠j,qij >0∈S 和∑

M

j=1
qij =0,i∈

S.接下来,给出了一些必要的记号:y(x,t)=(u(x,t)、v(x,t)、w(x,t))T.C2(Γ,R3)是Γ 上连续二次可微

的函数族y:Γ→R3.M =L2(Γ×[0,∞),R3)表示Γ×[0,∞)上平方可积函数的集合,具有范数‖·‖,其

中 ‖y(x,t)‖=(∫Γ
yT(x,t)y(x,t)dx)1

/2.设(Ω,F,(Ft)0⩽t⩽T,P)是一个完备的概率空间,具有滤波

{(Ft)0⩽t⩽T}.E 表示P 对应的概率期望.此外,对于系统中的每个参数a,记a︶∶= max
i=1,2,…,M

a(i),̂a∶=

min
i=1,2,…,M

a(i).接下来,研究具有时变时滞的植被-水系统的有限时间动力学行为.

2 随机植被-水系统的FTS和FTCS

这一节分析具有时变时滞的随机植被-水系统(3)的FTS和FTCS.利用比较原理,建立系统(3)FTS和

FTCS的充分条件.首先,给出随机植被-水系统的有限时间稳定和有限时间收缩稳定的定义.

定义1 当B2>B1>0,y=(u,v,w)且‖y(0)‖2=sup
τ⩽t⩽0∫Γ

u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t)dx⩽B1,

可得 ‖y(t)‖2=E∫Γ
u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t)dx ⩽B2,t∈ [0,T],那么随机系统(3)关于T,B1,

B2 有限时间稳定.

定义2 当B2>B1>B0>0,δ∈(0,T),‖y(0)‖2=sup
τ⩽t⩽0∫Γ

u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t)dx ⩽

B1,可得 ‖y(t)‖2=E∫Γ
u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t)dx ⩽B2,t∈ [0,T-δ],并且

‖y(t)‖2=E∫Γ
u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t)dx⩽B0,t∈ [T-δ,T],

则随机系统(3)关于T,B0,B1,B2,δ有限时间收缩稳定.
从定义1和2可以看出,如果系统有限时间收缩稳定,那么系统必然有限时间稳定,反之则不成立.注意

到系统正解的存在性和唯一性是分析其动力学行为的基础,因此首先通过以下引理给出系统(3)正解的存在

性和唯一性.
引理1 对于任何给定的初值 (u0(x),v0(x),w0(x))∈C+ (Γ),系统(3)在t⩾0几乎处处存在唯一

的全局正解(u(x,t),v(x,t),w(x,t)).
证明过程类似文献[11],这里省略.
在给出系统有限时间稳定性定理之前,给出如下记号

ku =1+π︶1+σ︶2 -̂s-2̂du∑
2

k=1
b︶-2

k +q︶ii+∑
j≠i

S︶̂Sq︶ij,ω1=ln(̂SB2)-ln(B1+
K2

K3

),

kv =
α︶(1+f︶)
2 +π︶2+σ︶2-ẑ-2̂dv∑

2

k=1
b︶-2

kq︶ii+∑
j≠i

S︶̂Sq︶ij,ω2=ln(S
︶B2)-ln(B1-

K2

K3
e-K3T),

kw =R︶2+π︶3+α︶(1+f)+σ︶3-p̂-2̂dw∑
2

k=1
b︶-2

kq︶ii+∑
j≠i

S︶̂Sq︶ij,ω3=ln(̂SB0)-ln(B1+
K2

K3

),

K2=m(Γ),K3=max{ku,kv,kw},K4=max
x∈Γ

α︶(1+f︶)
2

,ω4=ln(̂SB2)-ln(B1-
K2

K3
e-K3T).

  定理1 如果以下条件之一成立,则系统(3)关于(T,B1,B2)有限时间稳定:

A1:K3 ⩾0,(K3+K4)T ⩽ω1;

A2:K3 <0,(
K4

1-η
e-K3τ +K3)T+

K4τ
1-η

e-K3τ ⩽ω2.
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此外,如果进一步有如下条件之一成立,则系统(3)关于(T,B0,B1,B2,δ)有限时间收缩稳定.
A3:K3 ⩾0,(K3+K4)T ⩽ω3;

A4:K3 <0,(
K4

1-η
e-K3τ +K3)T+

K4τ
1-η

e-K3τ ⩽ω4.

证明 对于给定的正常数 B1,令 sup
-τ⩽S⩽0∫Γ

u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t)dx ⩽B1.选取Y(t)=

S(i)(∫Γ
u2(x,t)+v2(x,t)+w3(x,t)dx),根据Itô公式可计算出

dY(t)=S(i){(2∫Γ
Du(i)u(x,t)Δu(x,t)+

v(x,t)
v(x,t)+1

u2(x,t)-s(i)u2(x,t)+π1(i)u2(x,t)dx+

2∫Γ
Dv(i)v(x,t)Δv(x,t)-γ v(x,t)

v(x,t)+1
u(x,t)v(x,t)+α(i)u

(x,t)+f(i)
u(x,t)+1

w(x,t-τ(t))v(x,t)-

z(i)v2(x,t)+π2v2(x,t)dx+2∫Γ
Dw(i)w(x,t)Δw(x,t)-α(i)u

(x,t)+f(i)
u(x,t)+1

w(x,t)+

R(i)w(x,t)-p(i)w2(x,t)+π3(i)w2(x,t)dx+∫Γ
σ21(i)u2(x,t)+σ22(i)v(x,t)+

σ23(i)w(x,t)dx)dt-∫Γ
σ1(i)u2(x,t)dxdB1(t)-∫Γ

σ2(i)v2(x,t)dxdB2(t)-

∫Γ
σ3(i)w2(x,t)dxdB3(t)}+∑

M

j=1
qijSj(∫Γ

u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t))dx.

通过Green公式以及Young不等式可得:

dY(t)⩽S(i){(-2(∑
m

k=1
b-2

k∫Γ
Du(i)u2(x,t)dx+∑

m

k=1
b-2

k∫Γ
Dv(i)v2(x,t)dx+∑

m

k=1
b-2

k∫Γ
Dw(i)w2(x,t)dx)+

∫Γ
u2(x,t)dx-∫Γ

s(i)u2(x,t)dx+∫Γ

α(i)(1+f(i))
2

(w2(x,t-τ(t))+v2(x,t))dx-

∫Γ
z(i)v2(x,t)dx+∫Γ

α(i)(1+f(i))w2(x,t)dx-∫Γ
p(i)w2(x,t)dx)dt+∫Γ

π1(i)u2(x,t)+

∫Γ
α(i)(1+f(i))w2(x,t)dx-∫Γ

p(i)w2(x,t)dx)dt+∫Γ
π1(i)u2(x,t)+π2(i)v2(x,t)+

π3(i)w2(x,t)dx)dt-∫Γ
σ1(i)u2(x,t)dB1(x,t)dx-∫Γ

σ2(i)v2(x,t)dB2(x,t)dx-

∫Γ
σ3(i)w2(x,t)dB3(x,t)dx+m(Γ)}+∑

M

j=1
qijSj(∫Γ

u2(x,t)+v2(x,t)+

w2(x,t)dx)+∑
M

j=1
qijSj(∫Γ

u2(x,t)+v2(x,t)+w2(x,t)dx)⩽S(i){K2+

K3(∫Γ
u2(x,t)dx+∫Γ

v2(x,t)dx+∫Γ
w2(x,t)dx)dt+K4(∫Γ

u2(x,t-τ(t))dx+

∫Γ
v2(x,t-τ(t))dx+∫Γ

w2(x,t-τ(t))dx)dt-∫Γ
σ1(i)u2(x,t)dB1(x,t)-

∫Γ
σ2(i)v2(x,t)dB2(x,t)-∫Γ

σ3(i)w2(x,t)dB3(x,t)}.

上式两边同时取期望有dEY(t)
dt ⩽K2+K3EY(t)+K4EY(t-τ),t∈ [0,T].选取W(t)满足:

Ẇ(t)=K2+K3W(t)+K4W(t-τ(t)),t∈ [0,T],

W(s)=EY(s),τ⩽s⩽0.{
根据比较引理可知EY(t)⩽W(t).进一步利用常数变易公式,对于t⩾0,

W(t)=-
K2

K3
+eK3t(W(0)+

K2

K3

)+∫
t

0
K4W(s-τ(s))eK3(t-s)ds, (4)

接下来在不同条件下分析系统的FTS和FTCS.
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情形1 K3⩾0.构造函数g(t)满足以下方程

g(t)=-
K2

K3
+eK3t(g(0)+

K2

K3

)+∫
t

0
eK3(t-s)[K4g(s-τ(s))]ds,t>0,

g(s)=EY,τ⩽t⩽0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

(5)

其中,g(0)= sup
-τ⩽s⩽0

g(s).从式(4)和(5)可知t⩾-τ时有0⩽W(t)⩽g(t)成立.定义集合E1={t|t⩽

τ(t),t∈ (0,τ]},E2={t|t>τ(t),t∈ (0,τ]}.显然E1 ∪E2=(0,τ],对于t∈E1 有

g(t)-g(t-τ(t))⩾g(t)-g(0)=(g(0)+
K2

K3

)(eK3t-1)+∫
t

0
eK3(t-s)[K4g(s-τ(s))]ds⩾0.

当t∈E2∪(τ,T]时,

g(t)-g(t-τ(t))=(eK3t-eK3(t-τ(t)))(g(0)+
K2

K3

)+∫
t

0
eK3(t-s)[K4g(s-τ(s))]ds-

∫
t-τ(t)

0
eK3(t-(t)-s)[K4g(s-τ(s))]ds=eK3t(1 1

exp{K3τ(t)}
)(g(0)+

K2

K3

)+∫
t

0
eK3(t-s)[K4g(s-

τ(s))]ds-∫
t-τ(t)

0
eK3(t-τ(t)-s)[K4g(s-τ(s))]ds⩾eK3t(1-

1
exp{K3τ(t)}

)(g(0)+

K2

K3

)+eK3(t-τ(t))∫
t

t-τ(t)
e-K3s[K4g(s-τ(s))]ds⩾0.

这意味 着 当t > 0 时 g(t)⩾ g(t -τ(t)).因 此,根 据 式 (5)可 知 g(t)⩽ (g(0)+
K2

K3

)eK3t +

∫
t

0
eK3(t-s)K4g(s)ds.那么利用Gronwall不等式有g(t)e-K3t ⩽ (g(0)+

K2

K3

)eK4t.因此Y(t)⩽W(t)⩽g(t)⩽

(g(0)+
K2

K3

)e
(K3+K4)t ⩽ (B1+

K2

K3

)e
(K3+K4)T.由条件A1∫Γ

u2(x,t)dx+∫Γ
v2(x,t)dx+∫Γ

w2(x,t)dx ⩽

B2,t∈ [0,T].
此外,根据条件A3,存在δ使得:

∫Γ
u2(x,t)dx+∫Γ

v2(x,t)dx+∫Γ
w2(x,t)dx⩽B2,t∈ [0,T-δ],

∫Γ
u2(x,t)dx+∫Γ

v2(x,t)dx+∫Γ
w2(x,t)dx⩽B0,t∈ [T-δ,T].

  情形2 K3<0.根据式(4)可得:

W(t)⩽W(0)eK3t-
K2

K3
+∫

t

0
eK3(t-s)K4W(s-τ(s))ds⩽W(0)eK3t-

K2

K3
+

eK3(t-τ)∫
t

0
e-K3(s-τ(s))e-K3τ(s)K4W(s-τ(s))ds⩽W(0)eK3t-

K2

K3
+
eK3(t-τ)

1-η∫
t

τ
K4e-K3sW(s)ds.

取q1(t)=W(t)e-K3t >0,可知q1(t)⩽W(0)-
K2

K3
e-K3t+K4

e-K3τ

1-η∫
t

-τ
q1(s)ds.

根据Gronwall不等式和0⩽η<1,可计算得到

Y(t)⩽W(t)⩽q1(t)eK3t ⩽ (B1
K2

K3
e-K3T)exp{(

K4

1-η
e-K3τ +K3)T+

K4τ
1-η

e-K3τ}.

条件A2表明∫Γ
u2(x,t)dx+∫Γ

v2(x,t)dx+∫Γ
w2(x,t)dx ⩽B2,t∈ [0,T].

此外由A4可知存在δ使得:

∫Γ
u2(x,t)dx+∫Γ

v2(x,t)dx+∫Γ
w2(x,t)dx⩽B2,t∈ [0,T-δ],

∫Γ
u2(x,t)dx+∫Γ

v2(x,t)dx+∫Γ
w2(x,t)dx⩽B0,t∈ [T-δ,T].
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定理得证.
从定理1的条件来看,时滞τ(t)、扩散强度Du、Dv、Dw 和修复策略π1、π2、π3对系统的有限时间收缩稳

定性有很大的影响,这符合生物学意义.一般来说,时滞与土壤水分保持和含水量等因素有关.时滞越大,土
壤质量越高,有利于植被生长和保水.同时,扩散强度越大,说明植物密度越大,土壤中水资源越丰富.显然,
控制有利于植被修复和蓄水.另一方面,理论结果分别给出了系统FTS和FTCS的充分条件.如果满足条件

A1和A2,则可以保证植被和水的密度在给定时间内不超过最大环境容量B2.如果满足条件A3和A4,那么

植被和水的密度将低于一个很小的阈值B0,即荒漠化.因此,如果可以控制影响条件的系统参数,使FTS保

持不变,但FTCS不满足,那么生态系统就可以在给定的时间内保持可持续发展.

3 数值模拟

本节将利用数值模拟所提出理论的有效性.假设T=15、Γ=[-0.1,0.1]、B0=25、B1=100和B2=400.
Markov过程ζ(t)在S={1,2}中取值,

P=
-0.4 0.4
0.6 -0.6

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

取Du(1)=0.0066,Dv(1)=0.01,Dw(1)=1,R(1)=2,s(1)=0.4,α(1)=0.1,f(1)=0.1,γ(1)=0.1,

z(1)=0.4,p(1)=0.6,S(1)=2,πi(1)=0,σi(1)=0.5(i=1,2,3),Du(2)=0.001,Dv(2)=0.01,Dw(2)=
1,R(2)=1,s(2)=0.4,α(2)=0.1,f(2)=0.09,γ(2)=0.1,z(2)=0.4,p(2)=0.5,S(2)=2,πi(2)=0,σi(2)=
0.3.假设τ(s)=1,其中s∈ [0,T],因此τ=1和η=0.简单的计算可知K2=0.04,K3=0.43,K4=0.055.
在这种情况下,定理1的条件A1和A3成立,这意味着系统(3)有限时间收缩稳定.数值模拟结果如图1所示.
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4 小 结

本文提出了具有时变时滞的随机植被-水系统.分析了由 Markov切换和高斯噪声驱动的随机系统的

FTS和FTCS.这些理论结果为判断生态系统能否在有限时间内保持健康的演化提供了判断标准,使得生态

系统FTS而非FTCS.通过数值模拟验证了理论结果的有效性.值得注意的是,植被斑图的形成是一个非常

有趣的现象,这也是将来的研究内容之一.
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  Abstract:Theecologicalbalanceinaridandsemi-aridareasisseriouslydamagedbynatural,humanfactorsandthein-
filtrationofsurfacewater.Inordertostudytheinfluenceofrandomenvironmentalnoiseontheecosysteminaridandsemi-arid
areas,astochastictime-delayvegetation-watersystemdrivenbyMarkovchainandGaussianwhitenoiseisestablishedinthis

paper.Thefinite-timedynamicbehaviorsofvegetationandwaterarestudiedbystochasticcomparisonprinciple,andthesuffi-
cientconditionsforfinite-timestabilityandfinite-timecontractionstabilityofthesystemaregiven.

Keywords:infiltrationdelay;finite-timestability;vegetation-watermodel
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