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Sidon空间和循环子空间码的构造
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摘 要:子空间码特别是循环子空间码在随机网络编码中具有高效的编码和译码算法,因此近年来受到了广

泛关注.Sidon空间是构造循环子空间码的重要工具,利用有限域上的本原元和不可约多项式的根,构造了不同维数

的Sidon空间,并在此基础上得到了码字个数更多的循环子空间码.
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子空间码,尤其是循环子空间码具有高效的编码和译码算法,在随机网络编码[1-2]中得到了广泛的应

用.近年来,文献[3-4]研究了子空间码的构造方法,因此对于给定的n,k,q,寻找码字个数和最小距离尽可

能大的循环子空间码也成为数学研究者关注的重点之一.目前,研究循环子空间码主要有两种思路:一种是

通过线性化多项式构造循环子空间码,如文献[5]使用线性化多项式xqk+xq+x∈Fq[x]构造出码字个数

为
qn-1
q-1

,最小距离为2k-2的循环子空间码.更多的用线性化多项式构造循环子空间码的方法,可参考文献

[6-8].另一种思路是用Sidon空间构造循环子空间码.ROTH等[9]提出了Sidon空间的概念,并找到了Si-
don空间与循环子空间码之间的关系.文献[10]利用Sidon空间的并集来构造具有更多码字的循环子空间

码,且最小距离仍然为2k-2.文献[11]给出了几个Sidon空间的直和仍然是Sidon的充分条件,为构造Si-
don空间提供了新的思路.有关Sidon空间构造循环子空间码的更多方法,可参考文献[12-13].本文利用有

限域上的本原元和不可约多项式的根构造了一些新的Sidon空间,进而得到了新的循环子空间码,并在此基

础上得到了码字个数更多且最小距离仍为2k-2的循环子空间码.

1 预备知识

首先介绍Sidon空间和循环子空间码的相关概念及主要结论.设Fq 是含有q个元素的有限域,q为素数

方幂,Fqn 是Fq 上扩张次数为n的有限域,那么Fqn 可看作是Fq 上的n维向量空间.令Pq(n)表示Fqn 的所

有子空间集合,对任意的U,V ∈Pq(n),定义子空间距离:

d(U,V)=dimU+dimV-2dim(U ∩V),
称上面具有度量的集合Pq(n)为一个度量空间.设Gq(n,k)表示Fqn 的所有k维子空间集合,若C⊆Gq(n,

k)是非空子集,称C 是一个常维子空间码,则对U,V ∈C,码C 中码字之间的距离为:

d(U,V)=2k-2dim(U ∩V).
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对于任意的子空间V∈Gq(n,k)和α∈F*
qn
,V 的循环移位为α(V)={αv|v∈V},显然αV 仍是子空间且

维数与V 相同,V 的轨道记为O(V)={αV|α ∈F*
qn
},那么O(V)是一个循环子空间码.称码字个数为

qn -1
q-1

,最小距离为2k-2的循环子空间码为最优循环子空间码.

文献[9]提出对于Gq(n,k)中的子空间V,V 的循环移位是最优循环子空间码的充要条件为V 是Sidon
空间,因此Sidon空间是构造循环子空间码的重要工具,下面给出Sidon空间的定义及性质.

定义1[14] 设子空间V∈Gq(n,k),对任意的非零元素a,b,c,d∈V,若ab=cd,那么有{aFq,bFq}=
{cFq,dFq}.则称子空间V 是一个Sidon空间.

定理1[9] 子空间V ∈Gq(n,k),C={αV|α∈F*
qn
}是大小为qn -1

q-1
、最小距离为2k-2的循环子空

间码,当且仅当V 是一个维数为k的Sidon空间.
定理1表明可以通过构造Sidon空间,进一步构造最优循环子空间码.
定理2[9] 对于任意不同的子空间U,V ∈Gq(n,k),下面两个条件等价:

(1)对任意的α∈F*
qn
,dim(U ∩αV)⩽1;

(2)对任意非零元a,c∈U 和非零元b,d∈V,若ab=cd,那么有{aFq}={cFq}且{bFq}={dFq}.

定理3[15-16] 对任意正整数n,k且n>2k,存在循环子空间码C⊆Gq(n,k),大小为qn -1
q-1

,最小距离

为2k-2.

定理4[13] 设l,k是正整数且gcd(l,k)=1,u,u',v,v'是Fqk 上的非零元素,满足uv=u'v'.若uqlv=

u'qlv',那么u
u'=

v'
v ∈F*

q .

2 Sidon空间和循环子空间码的构造

首先给出Sidon空间的构造,由定理1,可得到对应的新的循环子空间码.

引理1 设u,v,u',v'是Fqk 上的非零元素使得uv=u'v',并且uvq +uqv=u'v'q +u'qv'.那么u
v'=

u'
v ∈F*

q .

证明 令 u
u'=

v'
v =τ∈F*

qk
,则u=τu',v'=τv,结合等式uvq +uqv=u'v'qu'qv',有

τu'vq +τqu'qv=τqu'vq +τu'qv,

于是 (τ-τq)u'vq =(τ-τq)u'qv,即(u'v
)q-1=1,因此u'

v ∈F*
q .

引理2 设k,l是正整数且gcd(k,l)=1,u,u',v,v'是Fqk 上的非零元素使得uv=u'v',并且uvql +

uqlv=u'v'ql +u'qlv'.那么u
v'=

u'
v ∈F*

q .

证明 结合引理1的证明,易知.
引理3 设k,l是正整数且gcd(k,l)=1,a,a',b,b'是Fql 上的非零元素,满足ab=a'b',u,u',v,v'是

Fqk 上的非零元素使得uv=u'v'.如果av+bu=a'v'+b'u',则u
v'=

u'
v =

a'
b =

a
b'∈F*

q .

证明 令 u
u'=

v'
v =τ∈F*

qk
,a
a'=

b'
b =λ ∈F*

ql
,那么a=λa',b'=λb,u=τu',v'=τv,则有λa'v+

τbu'=τa'v+λbu',于是(λ-τ)a'v=(λ-τ)bu',则有a'
b =

u'
v.因为gcd(k,l)=1,所以a'

b =
u'
v ∈F*

q .
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引理4 设k,l是正整数且gcd(k,l)=1,a,a',b,b'是Fql 上的非零元素使得ab=a'b',u,u',v,v'是

Fqk 上的非零元素,使得uv=u'v'.如果av=a'v',则a
a'=

v'
v ∈F*

q .

证明 结合引理3的证明,易知.

设ω 是Fqk 上的本原元,γ∈F*
qn 是Fqk 上次数为n

k
(k|n)的不可约多项式的根,记:γij =ωiγj.

定理5 设k,n为正整数且k|n,n⩾5k.设s,t为非负整数满足st≠0,gcd(k,t-s)=1.令ρ=􀎠
n
4k
􀎤-

1,对于给定的整数i,j,其中0⩽i⩽qk-2,1⩽j⩽ρ,,令Uij={u+uqsγij+uqtγ2
ij|u∈Fqk

},则Uij 是

一个维数为k的Sidon空间.

证明 设α=u+uqsγij +uqtγ2
ij
,α'=u'+u'qsγij+u'qtγ2

ij
,β=v+vqsγij+vqtγ2

ij
,β'=v'+v'qsγij+

v'qtγ2
ij 是Uij 中的非零元素,其中u,u',v,v'∈Fqk

,且αβ=α'β'.根据Sidon空间的定义,只需证明{αFq,

βFq}={α'Fq,β'Fq}.由已知可得:

(u+uqsγij +uqtγ2
ij
)(v+vqsγij +vqtγ2

ij
)=uv+(uvqs +uqsv)γij +(uv+uvqt +uqtv)γ2

ij +

(uqsvqt +uqtvqs)γ3
ij +(uv)q

t

γ4
ij
,

(u'+u'qsγij +u'qsγ2
ij
)(v'+v'qsγij +v'qsγ2

ij
)=u'v'+(u'v'qs +u'qsv')γij +(u'v'+

u'v'qt +u'qtv')γ2
ij +(u'qsv'qt +u'qtv'qs)γ3

ij +(u'v')q
t

γ4
ij.

由n⩾5k,ρ=􀎠
n
4k
􀎤-1,1⩽j⩽ρ 知{1,γj,γ2j,γ3j,γ4j}在Fq 上是线性无关的,化简得:

uv=u'v',

uvqs +uqsv=u'v'qs +u'qsv',

uvqt +uqtv=u'v'qt +u'qtv',

uqsvqt +uqtvqs =u'qsv'qt +u'qtv'qs,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(1)

根据uv=u'v',可令u
u'=

v'
v =λ∈F*

qk
,由u=λu',v'=λv,再结合式(1)中的第4个等式,有λqt-su'qt-sv+

λu'vqt-s =λu'qt-sv+λqt-su'vqt-s,于是(λqt-s -λ)u'qt-sv=(λqt-s -λ)u'vqt-s,整理得(u'
v
)qt-s-1=1,从而u'

v ∈

Fqt-s.因为gcd(k,t-s)=1,所以u'
v ∈Fq,结合uv=u'v',αβ=α'β',易得α

β'
=
α'
β
∈Fq.

推论1 当s=0时,gcd(k,t)=1,对于固定的0⩽i⩽qk -2,1⩽j⩽ρ,Uij ={u+uγij +uqtγ2
ij|

u∈Fqk
}是维数为k的Sidon空间.

定理6 设k,n 为正整数且满足k|n,n⩾5k.设γ∈F*
qn 是Fqk 上次数为n

k
的不可约多项式的根,令

γj=γj,ρ=􀎠
n
4k
􀎤-1,对于给定的整数j,其中1⩽j⩽ρ.令Uqk-1,j={u+uqγ2

j|u∈Fqk
},那么Uqk-1,j 是

维数为k的Sidon空间.
证明 结合定理5的证明,易知.
文献[9]中提出任何Sidon空间的子空间也是Sidon空间,因此,对任意的1⩽t⩽k,Gq(n,t)中也存在

Sidon空间.下面增加k值,构造维数更大的Sidon空间,从而可对应新的循环子空间码.

定理7 设k,n,l为正整数,kl|n且gcd(k,l)=1,设γ∈F*
qn 是Fqlk 上次数为n

lk>9
的不可约多项

式的根,令U={a+aqγ+uqlγ2+uγ4|a∈Fql
,u∈Fqk

},那么U 是维数为k+l的Sidon空间.

证明 设α=a+aqγ+uqlγ2+uγ4,α'=a'+a'qγ+u'qlγ2+u'γ4,β=b+bqγ+vqlγ2+vγ4 和β'=
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b'+b'qγ+v'qlγ2+v'γ4是U 中非零元素,其中u,u',v,v'∈Fqk
,a,a',b,b'∈Fql 且αβ=α'β'.根据Sidon

空间的定义,只需证明{αFq
,βFq

}={α'Fq
,β'Fq

}.由已知得:

(a+aqγ+uqlγ2+uγ4)(b+bqγ+vqlγ2+vγ4)=ab+(abq +aqb)γ+(aqbq +avql +buql)γ2+
(aqvql +bquql)γ3+(av+bu+uqlvql)γ4+(aqv+bqu)γ5+(uvql +uqlv)γ6+uvγ8,

(a'+a'qγ+u'qlγ2+u'γ4)(b'+b'qγ+v'qlγ2+v'γ4)=a'b'+(a'b'q +a'qb'γ+(a'qb'q +a'vql +b'u'ql)γ2+
(a'qv'ql +b'qu'ql)γ3+(a'v'+b'u'+u'qlv'ql)γ4+(a'qv'+b'qu')γ5+(u'v'ql +u'qlv')γ6+u'v'γ8.

由 n
lk >9

可知{1,γ,γ2,γ3,γ4,γ5,γ6,γ8}在Fqlk 上是线性无关的,化简可得

ab=a'b',

abq +aqb=a'b'q +a'qb',

avql +buql =a'v'ql +b'u'ql,

aqvql +bquql =a'av'ql +b'qu'ql,

av+bu=a'v'+b'u',

uqlv+uvql =u'qlv'+u'v'ql,

aqv+bqu=a'qv'+b'qu',

uv=u'v'.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(2)

  考虑以下几种情况.

情况1 ab≠0,uv≠0.结合式(2)中第1、5、8个等式及引理3可得u'
v=

a'
b∈Fq

,所以α
β'
=
α'
β
∈Fq.

情况2 ab≠0,uv=0.
1)u,u',v,v'中有1个或3个元素为零显然不成立.
2)如果u,u',v,v'中有两个元素为零时,不妨设u=u'=0,v,v'≠0.式(2)中的第5个方程变为av=

a'v',由引理4得a
a'=

v'
v ∈Fq

,所以α
β'

=
α'
β
∈Fq.

3)u=u'=v=v'=0,则α=a+aqγ,α'=a'+a'qγ,β=b+bqγ,β'=b'+b'qγ.令a
a'=

b'
b =λ=Fql.

(a)若λ∈Fq
,容易得出α

β'
=
α'
β
∈Fq.(b)若λ∉Fq

,由a=λa',b'=λb,再结合式(2)的第2个等式及引理

1可得a'
b ∈Fq

,所以α
β'

=
α'
β
∈Fq.

情况3 ab=0,uv≠0.
1)u,u',v,v'中有1个或3个元素为零显然不成立.
2)如果a,a',b,b'中有两个元素为零时,不妨设a=a'=0,b,b'≠0.式(2)中第5个等式变为bu=b'u',

由引理4得b
b'=

u'
u ∈Fq

,所以α
α'=β'

β
∈Fq.

3)a=a'=b=b'=0,则α=uqlγ2+uγ4,α=u'qlγ2+u'γ4,β=vqlγ2+vγ4,β'=v'qlγ2+v'γ4.令u
u'=

v'
v =τ∈Fqk.(a)若τ∈Fq

,容易得出α
α'=β'

β
∈Fq.(b)若τ∉Fq

,结合式(2)的第6个等式及引理2得

u'
v ∈Fq

,所以α
β'

=
α'
β
∈Fq.

情况4 ab=0,uv=0.不妨设a=a'=v=v'=0,b,b',u,u'≠0.式(2)的第2个等式变为bu=b'u',

由引理4得b
b'=

u'
u ∈Fq

,所以α
α'=β'

β
∈Fq.
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综上,U 是k+l维Sidon空间.
接下来利用推论1及定理6中的Sidon空间构造码字个数更多的循环子空间码.

定理8 设Uij ={u+uγij +uqtγ2
ij|u∈Fqk

}是推论1定义的Sidon空间,Uqk-1,j ={u+uqγ2
j|u∈

Fqk
}是定理6定义的Sidon空间.定义Cij={αUij|α∈Fqn

},其中0⩽i⩽qk-1,1⩽j⩽ρ.令C=∪
ρ

j=1
∪

qk-1

i=0
Cij
,

则C 是码字个数为ρq
k(qn -1)
q-1

,最小距离为2k-2的循环子空间码.

证明 由定理1得,对任意的0⩽i⩽qk-1,1⩽j⩽ρ,Cij 是码字个数为q
n -1
q-1

,最小距离为2k-2的

循环子空间码,从而|C|=ρq
k(qn -1)
q-1

.下面证明C 的最小距离是2k-2,由定理2只需证明对任意的α∈

F*
qn
,0⩽i1,i2 ⩽qk -1,1⩽j1,j2 ⩽ρ 且(i1,j1)≠ (ii,j2),dim(Ui1j1 ∩αUi2j2

)⩽1成立.

若0⩽i1,i2 ⩽qk -2,令α=u+uγi1j1+uqtγ2
i1j1
,α'=u'+u'γi1j1+u'qtγ2

i1j1
是Ui1j1

中的非零元素,

β=v+vγi2j2 +vqtγ2
i2j2
,β'=v'+v'γi2j2 +v'qtγ2

i2j2
是Ui2,j2

中的非零元素使得αβ=α'β',其中u,u',v,

v'∈F*
qk .考虑以下情况.

情况1 j1≠j2.因为ρ=􀎠
n
4k
􀎤-1,1⩽j1,j2⩽ρ,则{1,γ

j1,γj2,γj1+j2,γj1+2j2,γ2j1+j2,γ2j1+2j2}在Fqk

上线性无关,将αβ=α'β'展开并将其对应项的系数比较化简,得到

uv=u'v',uvqt =u'v'qt,uqtv=u'qtv'.

由定理4得 u
u'=

v'
v ∈F*

q
,所以α

α'=β'
β
∈Fq.

情况2 j1=j2=j.因为ρ=􀎠
n
4k
􀎤-1,1⩽j1,j2⩽ρ,所以{1,γj,γ2j,γ3j,γ4j}在Fqk 上线性无关,将

αβ=α'β'展开并将其对应项的系数比较化简,得到uv=u'v',uvqt +uqtv=u'v'qt +u'qtv'.由引理2得u
u'=

v'
v ∈F*

q
,所以α

α'=β'
β
∈Fq.

若0⩽ii ⩽qk -2,i2=qk -1,令α=u+uγi1j1 +uqtγ2
i1j1
,α'=u'+u'γi1j1 +u'qtγ2

i1j1
是Ui1j1

中的

非零元素,β=v+vqγ2
j2
,β'=v'+v'qγ2

j2
是Uqk-1,j2

中的非零元素使得αβ=α'β',其中u,u',v,v'∈F*
qk .考

虑以下情况.

情况1 j1≠j2.因为ρ=􀎠
n
4k
􀎤-1,1⩽j1,j2⩽ρ,所以{1,γj1,γ2j1,γ2j2,γj1+j2,γj1+2j2,γ2j1+2j2}在Fqk

上线性无关,将αβ=α'β'展开并将其对应项的系数比较化简,得到

uv=u'v',

uvqt =u'v'qt,

uvq =u'v'q,

uqtvq =u'qtv'q.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

由定理4得 u
u'=

v'
v ∈F*

q
,所以α

α'=β'
β
∈Fq.

情况2 j1=j2=j.因为ρ=􀎠
n
4k
􀎤-1,1⩽j1,j2⩽ρ,所以{1,γj,γ2j,γ3j,γ4j}在Fqk 上线性无关,将

αβ=α'β'展开并将其对应项的系数比较化简,得到

uv=u'v',

uvqt +uqtv=u'v'qt +u'qtv'.{
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由引理2得 u
u'=

v'
v ∈F*

q
,所以α

α'=β'
β
∈Fq.

综上,C 是码字个数为ρq
k(qn -1)
q-1

,最小距离为2k-2的循环子空间码.

3 结 论

文章利用有限域上的本原元和不可约多项式的根构造了维数为k和k+1的Sidon空间,进而可得到对

应的循环子空间码.在此基础上,利用所构造Sidon空间得到了码字个数为ρq
k(qn-1)
q-1

,最小距离仍为2k-2

的循环子空间码,在最小距离不变的前提下,增加了循环子空间码的码字个数.
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ConstructionsofSidonspacesandcyclicsubspacecodes

LiuXuemei,ZhangJiarong
(CollegeofScience,CivilAviationUniversityofChina,Tianjin300300,China)

Abstract:Subspacecodes,especiallycyclicsubspacecodes,haveattractedmuchattentioninrecentyearsduetotheiref-
ficientcodinganddecodingalgorithmsinrandomnetworkcoding.Sidonspaceisanimportanttoolforconstructingcyclicsub-
spacecodes.Inthispaper,byusingprimitiveelementsandtherootofirreduciblepolynomialoverfinitefields,wegiveanew
constructionofSidonspaceswithdifferentdimensions,obtaininganewcyclicsubspacecodebasedonthem.

Keywords:finitefields;cyclicsubspacecode;Sidonspace;therootofirreduciblepolynomial
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