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交错时序关联函数在探测铁磁旋量凝聚体激发态
量子相变中的运用
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摘 要:交错时序关联函数(out-of-time-ordercorrelator,OTOC)在表征量子混沌、量子信息置乱和动力学量

子相变等有着广泛应用.将OTOC的应用于探测外磁场中F=1旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的激发态量子相变.利用

全量子方法、平均场理论和数值模拟,研究了激发态量子相变点以及系统在其附近的动力学性质,并证明了这些特

征可以被OTOC探测到.进一步研究表明,在不同的磁化条件下也同样可以对相变点进行探测.结果为使用 OTOC
在旋量量子气体和其他量子多体系统中的激发态量子相变的实验探测提供了理论依据.
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近期研究已经将量子相变的研究范围从基态扩展到激发态量子相变[1-2].激发态量子相变(excited-state
quantumphasetransition,ESQPT)已经在各种量子系统中被发现,例如Dicke和Rabi模型、XY自旋链模

型、Lipkin-Meskov-Glick模型、横场伊辛模型以及旋量玻色-爱因斯坦凝聚体(Bose-Einsteincondensate,

BEC)[3-7]系统.由于ESQPT与动力学量子相变密切相关,可以用拓扑序参量、非平衡量子动力学或者洛施

密特回波来表征[8-10].目前对ESQPT研究的工作还不是很多,主要由于实验上测量颇具挑战性[11].最近,交
错时序关联函数(out-of-time-ordercorrelator,OTOC)在物理学的许多领域被越来越关注,特别是在量子多

体系统中[12],已经被广泛应用于量子混沌观测、量子多体系统中的信息传输、平衡量子相变、Floquet动态量

子相变等[13-14],实验上已经实现了应用OTOC来观测非平衡相变[15].此外,外场中的旋量BEC目前已经成

为一个备受关注的量子模拟平台,在内部相互作用和外场调控的双重影响下,该系统的基态和激发态都具有

丰富的相图[16].相关的理论解释已经很全面,但是仍缺乏有效的实验观测手段.本文将OTOC应用到该系统

中来观测ESQPT,研究了OTOC的动力学性质,结果表明,OTOC的动力学行为可以表征ESQPT,在不同

磁化强度下,OTOC对ESQPT依然保持着很好的探测灵敏度.

1 模型

考虑在恒定横向磁场B 下包含N 个原子且F=1的旋量BEC,如图1(a)所示.系统哈密顿量可以表示为
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Ĥ =
c
2N
(̂S2-2N)+q(̂N+1+N̂-1), (1)

其中,̂Sj=x,y,z =̂a†
αF

αβ
jâβ

是自旋为F=1的矢量算符,具有Fj 自旋为1的矩阵,S2=̂S2
x +̂S2

y +̂S2
z,̂amF(̂a

†
mF)

是磁子能级mF =0,±1的玻色子湮灭(产生)算符.c和q分别表征了自旋碰撞相互作用能量和有效二阶塞

曼能量.̂NmF =̂a†
mF̂amF 是原子在mF =0,±1塞曼态下的粒子数算符,总原子数N 同时也是N̂ =∑

mF
N̂mF 的

特征值.
如图1(a)所示,红色、黄色和橙色实心球分别表示处于3种塞曼态的原子,外部磁场B 沿着z 轴.图

1(b)表示自旋混合动力学可以发生在3种不同塞曼态|+1>、|0>和|-1>.通过调整参数c的正负性,该系统

将经历从铁磁性到反铁磁性的量子相变[17].这里,重点讨论具有给定磁化强度的铁磁旋量BEC(c<0).并且,
通过调节外场参数q 的值,系统的基态会发生量子相变[18],P(polar)态-BA(broken-asymmetric)态-TF
(twin-fock)态.ρ0表示为是原子数算符N̂0在基态下的期望值,表达式为:ρ0=<ψg|̂N0|ψg

>/N=<̂N0>/N,
是自旋相干态中重要的参数,Δρ0 为其涨落.如图1(c)所示,铁磁旋量BEC在q/|c|=±2处经历相变.(i)当

q/|c|>2时,基态是极化态,所有原子都凝聚在mF=0的分量中;(ii)当q/|c|<-2时,基态是一个成对的

相,原子平均分配到mF=±1分量中,即TF态;(iii)当-2<q/|c|<2时,2个相变点包围的中间区域,对应

基态的横向磁化非对称相,自发地破坏系统SO(2)对称性.对横坐标取对数之后,如图1(d)所示,对于铁磁

旋量BEC,在BA相,原子数算符 N̂0 在基态下的期望值ρ0 聚集在1/2处.此外,q通常是由磁场B 感应产生

的,并且由于q∝B2只能取正值,但也可以通过外加微波场修正将其调整为负值[15].接下来将介绍系统的激

发态相图.

2 相图

为了得到激发态的能级谱,对哈密顿量进行精确对角化.由于磁化强度 M 是一个守恒量,M =<̂Sz>,首

先通过使用算子 N̂0 和Ŝz 的表示获得哈密顿量Ĥ 的矩阵描述,即|N0,M>,其中M 的范围从-N 到N 并

且N 是粒子总数.考虑到塞曼能级mF =±1超精细态的对称分布,所选择的基矢可以写成:

|N0,M>≡|N1=
N -N0+M

2
,N0,N-1=

N -N0-M
2

>. (2)

  这样,哈密顿矩阵H 是块对角的,由2N+1个块组成,维数为[(N-M)/2+1]×[(N-M)/2+1](这
里[·]表示取整数部分),然后通过分别对角化每个块来实现对角化哈密顿量.

在图2(a)中对角化哈密顿量,绘制了磁化强度为M=0的激发态能级谱,每20个本征值画1条谱线.然
而,在激发态的能级谱中有ESQPT线(蓝色实线)将量子态分为TF',BA'和P',ESQPT线由E=-(Eg+
|q|)给出[6].TF'和P'相是根据相应的基态命名的,而BA'是轴对称破缺态,以最高能量的BA态命名[19].

当原子数N 相对较大时,通常使用平均场方法来获得系统的能量.在旋量BEC中,对于湮灭算符âmF,

其海森堡演化方程为:iћ
∂̂Ψj

∂t =[̂Ψj
,̂H],j=0,±1.首先将哈密顿量式(1)中的每一项转化为产生湮灭算符
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表示的形式,将塞曼态mF =0,±1的湮灭算符分别带入到海森堡运动方程中,得到3组耦合方程:

iћ
∂̂a1

∂t =2λ'
a(̂a

†
+1̂a+1̂a+1-â†

-1̂a+1̂a-1+â†
0̂a+1̂a0+â†

-1̂a0̂a0)+q̂a†
+1
,

iћ
∂̂a0

∂t =2λ'
a(̂a

†
+1̂a+1̂a0+â†

-1̂a0̂a-1+â†
0̂a+1̂a-1

),

iћ
∂̂a-1

∂t =2λ'
a(̂a

†
-1̂a-1̂a-1-â†

+1̂a+1̂a-1+â†
0̂a0̂a-1+â†

+1̂a0̂a0)+q̂a†
-1
,

(3)

  对于大量原子,系统的量子涨落可以忽略不计.在单模近似下,原子具有相同的内部自旋波函数,波函数

的态矢量由3个复数组成,即Ψ =(ζ-1
,ζ0,ζ+1

)T,有实部虚部之分,而ρi=|ζi|
2=Ni/N 可以全部用实数

表示,归一化条件为∑
1

i= -1ρi=∑
1

i= -1
|ζi|

2=1,磁化强度守恒条件为m=ρ+1-ρ-1=M/N.然后可以将

系统的波函数改写为ψ̂=( (1-ρ0+m)/2eiχ+,ρ0, (1-ρ0-m)/2eiχ-)T.其中χ±=θ±-θ0=(θs ±
θm)/2是自旋态的相位.θs=θ+1+θ-1-2θ0 是旋量相位,θm =θ+1-θ-1 是磁化相位.可以将动力学方程推导

为在旋量相空间中的一对方程,仅包含ρ0 和θs,这里磁化强度m 是有限的,

ρ̇0=
2c
ћρ0 (1-ρ0)

2-m2sinθs,̂θs =
2c
ћ
[(1-2ρ0)+

(1-ρ0)(1-2ρ0)-m2

(1-ρ0)
2-m2

cosθs]. (4)

和全量子理论相比,平均场方法大大减少了系统参数的数量,参数的数量从 N/2+1减少到几个参数ρi 和

θi.与此同时,平均场近似中的系统能量

ε=cρ0[(1-ρ0)+ (1-ρ0)
2-m2cosθs]+

c
2m2+q(1-ρ0). (5)

通过平均场能量表达式,可以得到(ρ0,θs)空间中的相图.
由于自旋相干态在实验上更容易制备,并可以通过将不同q 值下的平均场相图投影到自旋向列空间

{S⊥
,Q⊥

,2ρ0-1}中,初始自旋相干态的动力学特征可以用自旋相列球(也称布洛赫球)上的轨迹进行表示.
选取了初态为{ρ0=0,m=0,θs=0,θm =0}的自旋相干态.首先,绘制该自旋相干态的平均场能量ε,如图2
(a)中的红线所示.这条线和ESQPT线(蓝色实线)的交点向展示了在自旋相干态中的量子相变点,即q/|c|=
-0.6和1.4.在图2(b)和(c)中,绘制了左右相变点处不同的 (ρ0,θs)相空间.根据方程(5)将系统平均场能

量分布EmF插入到相空间(ρ0,θs)中.这里,为了避免计算额外的复杂性,仅分析θs=0的相空间.对于零磁化

强度m=0,可以看到旋量能量主要集中在q/|c|<0时的负值,而在q/|c|>0时集中在正值.对于铁磁

旋量BEC,外部区域对应于更高的能量.为了更好地区分3种激发态量子相,通过控制参数q和激发能量Δ=
εn-εg 来选择图2(a)中的3个不同点,以观察其在一个周期内随时间的演化,其中εg 和εn 是基态本征值和

激发态本征值.其中,绿点和紫点具有相同的激发态能量,蓝点和紫点具有相同的二次塞曼能量参数q.
在图2(d)中显示了对于不同q和Δ 的自旋压缩向列球轨迹.已知Q̂ 是4级张量算符,表示为Q̂ij =̂SîSj +

ŜĵSi-(4/3δij
).其中i,j∈ {x,y,z},这里δij 是 Kroneckerdelta函数.并且Si =<ψ|̂Si|ψ>,Qij =

<ψ|̂Sij|ψ>,此时,令横向自旋S2
⊥=S2

x +S2
y
,横向非对角向列部分Q2

⊥=Q2
xz +Q2

yz
,可以得到以下关系

S2
⊥+Q2

⊥+(2ρ0-1)
2=1,这里2ρ0-1∝Qzz.这样,平均场动力学性质可以很好地用布洛赫球表示来进行

描述.3条不同颜色的线:绿色、蓝色和紫色分别代表TF'、BA'和P'相.此外,黑点表示初始点位置.
由于自旋碰撞相互作用和外场控制的塞曼能级分裂之间的相互作用,铁磁旋量BEC在基态和激发态都

具有丰富的相图.已经通过结合量子方法和平均场理论成功获得了ESQPT点.在下一节中,将集中探讨这些

临界相变点,并用OTOC方法展示它们周围的系统动力学特征.

3 OTOC与ESQPT

近年来,由于量子关联性的实验检测技术,以及原子-分子或光子等系统的量子控制技术的提升,OTOC
可以直接在自旋和离子阱系统中进行观测.因为OTOC与局部序参量如粒子数随时间变化的平均值、磁化
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强度相比而言,暗含了本征态之间的高阶项关联性,这有望揭示ESQPT的新特征.事实上,ESQPT的特征

如何改变OTOC的动力学特性已经在其他一些系统的早期工作中揭示出来了[20].其基本原理如下:给定系

统的哈密顿量 H、初始状态|Ψ0>,以及2个算符Ŵ 和V̂,̂W 随时间的展开Ŵ(t)可以通过计算算符Ŵ(0)的
对易子模的平方的期望值来探测,即

C(t)=<|[̂W(t),̂V(0)]|2>=2Re[A(t)]-2Re[F(t)], (6)
其中,[·]表示对初态|Ψ0>取平均,̂W(t)是海森堡表象中的算符,满足关系 Ŵ(t)=Û†(t)̂W(0)̂U(t)和

Û(t)=exp(-îHt).C(t)可以分为2个部分,第1项定义为A(t)=<̂V(0)†̂W†(t)̂W(t)̂V(0)>,它的长期演化

将趋向于一个常数.相反,第2个组成部分

F(t)=<̂W†(t)̂V(0)†̂W(t)̂V(0)> (7)
具有非时间顺序和显著的时间依赖性,也称为超时顺序.显然,C(t)的长时间动力学特性由F(t)决定,即

OTOC.如果 Ŵ 和 V̂ 是幺正算符,即 Ŵ†(t)̂W(t)=Î,可以得到 A(t)= <̂V(0)†̂W†(t)̂W(t)̂V(0)>=
<̂V(0)†̂V(0)>=1,那么式(7)中的C(t)值可以简化为C(t)=2(1-Re[F(t)]).在这种情况下,C(t)的对时

间的依赖性完全由F(t)决定.OTOC是一个十分重要的物理量,用于评估算符 Ŵ(t)干扰的扰动是如何随

时间在系统中传播.其值越高,2个算符Ŵ(t)和V̂(0)之间的相关性越强.OTOC在短时间内的呈指数增长特

性是量子混沌存在的最好证明.

这里,使用平衡相变的重新标度的序参量作为OTOC算符,̂W =̂V=N̂0/N.因此,[̂W(0),̂V(0)]=0,

Ŵ 和̂V 在时刻是对易的.选择自旋相干态|ζ>
⊗N 和给定的ρ0(假设ρ+1=ρ-1

)作为系统的初始态

ζ=(ζ+1
,ζ0,ζ-1

)T=(
1-ρ0
2 eiϕ+1,ρ0e

iϕ0,
1-ρ0
2 eiϕ-1), (8)

  在Fock基|N0,M>中,自旋相干态

|ζ>
⊗N =

1
N!

(ζ+1a
†
+1+ζ0a

†
0+ζ-1a

†
-1
)N |0>. (9)

  上式可以用Fock基进行展开,即|ζ>
⊗N =∑

N0,M
f(N0,M)|N0,M>,系数

f(N0,M)=
N!

N1! N0! N-1
! (

1-ρ0
2

)N-N0(ρ0)
N0 ×exp[i(N1ϕ+1+N0ϕ0+N-1ϕ-1

)].(10)

通过C(t),旋量BEC系统的动力学性质被很好地揭示,C(t)的动力学特征如图3(a-f)所示.上侧一栏为q<
0的情况,即:q=-0.5|c|(a),q=-0.4|c|(b)和q=-0.3|c|(c),而下侧一栏对应q>0的情况,即:q=
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1.5|c|(d),q=1.6|c|(e)和q=1.7|c|(f).可以看到,OTOC在相变点(q=-0.4|c|和q=1.6|c|,对应红线)
经历了一个短时间的指数增长,直到达到饱和值[图3(b,e)],即2.5×10-2(左临界点)和7.5×10-5(右临界

点).作为对比,当q被调整为偏离ESQPT的位置处,即q=-0.5|c|和q=-0.3|c|,q=1.5|c|和q=
1.7|c|,分别对应图3(a,c,d,f)中的蓝线,非临界相变点处C(t)呈现阻尼振荡,直到最终收敛.这表明在

ESQPT上的快速信息扰动没有相干回流.

基于上述分析,ESQPT的相变点可以通过式(6)来识别OTOC的动力学特征.为了定量探测相变点,需
要引入另一个物理量来衡量相变.事实上,在图3中,当时间t趋于无穷大时,系统不同的参数q 有不同的饱

和值.由于这些饱和值包含量子相位的特征,因此对饱和值展开研究.假设系统的波函数可以展开为|̂Ψ(t)>=

∑ncnexp(-iEnt)|ψn>,其中|ψn>是哈密顿量的本征态,En 为本征值,对于一个给定的初态|̂Ψ0>,定义一

个修正的初态|̂Ψ'
0>=̂V|̂Ψ0>,于是得到|̂Ψ'(t)>=∑nbmexp(-iEmt)|ψm>.当时间足够长趋于无穷时,

OTOC的平衡动力学只有当相位退相干时发生[11],在这种情况下,F(t)的饱和值

F=F(t)|t→∞ = ∑
n,m,l,l'

c*
nbmδ(En -Em -El +El')×WnlVll'Wl'm, (11)

其中,Wnm =<ψn|Ŵ|ψm>.等式(11)可以解释为捕捉本征态关联性的3点关联函数.这是 OTOC能为

ESQPT提供有用信息的直接理论证据.此外,F(t)的饱和值已被认为是QPT的表示.
在图4中,根据式(11)绘制了初始自旋相干

态为ρ0=0.8的饱和值F,用红色实线表示,图4
中五角星分别表示F的极大值和极小值,相应的

横坐标是临界值qc.显然,在此相干态下系统的

2个 相变点处,F变得不解析,即1阶偏导数变得

不连续.换句话说,饱和值F的1阶偏导数不为0
这一特点为检测激发态相变点提供了定量依据.
这里原子数 N 越大,饱和值计算精度越高,但与

之相对应的复杂性增加,计算时间也就越长,计算

效率降低.在不影响计算结果准确度的情况下,选
择N =300作为总粒子数.

进一步研究ρ0=0.2,0.5,0.7,0.9的不同初始状态下F的行为,如图5(a)所示.随着ρ0 的增加,对应于非
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解析点的OTOC饱和值F的值也会增加.同时,q/|c|=0左侧的非解析点随着ρ0 的增加而向右移动,q/

|c|=0右侧的非解析点也同时向右移动.为了验证这些不解析点和相变点是否一一对应,在(q,ρ0)的相空

间中绘制了相图,如图5(b)所示.为了更好地显示F的等值线,对于右半部分(q>0),将纵坐标ρ0的值倒转.
通过改变初始状态的ρ0,得到了由F的所有非解析点组成的相变点,由蓝色虚线表示.可以看出,连接相变点

的线和连接非解析点的线重叠得非常好.这一结果表明,OTOC确实可以作为ESQPT出现的判断依据.

4 非零磁化强度

当系统处于非零磁化强度的铁磁态时,相图和OTOC动力学显示出许多新的性质.图6给出了磁化强

度为M/N=0.4和0.6的激发态相图,这里N=300,ρ0=0.8.由于M 在这种情况下不再是守恒量,相图开始

显示出左右不对称的性质.随着磁化原子数M 的增长,磁化强度m 增加,相图左右部分之间的不对称性变得

越来越明显.在左边部分,激发态能量和基态能量之间的差值要小于右边部分.

在非零磁化强度下,相变点也可以通过平均场能量线和ESQPT线的交点来确定.可以看出,在q>0区

域,2条曲线之间没有交点,表明系统在该区域没有临界相变.此外,随着M/N 值的增加,临界相变点向右移

动,即M/N=0.4时,相变发生在q=-0.55|c|处,而当M/N=0.6时,相变点移动到q= -0.70|c|处.
图6中的绿色虚线描绘了OTOCF和q/c的饱和度值之间的关系.与M=0的情况相比,看到M ≠0的

情况下F的值小得多;随着M 的增加,F会显著减少(当M =0,F取值范围为[0,1];而对于M =0.4和0.6,F
分别在[0,0.120]和[0,0.025]的范围内.M =0同样,在图6中,展示处F的非解析点与相变点所对应的

q/|c|值完美重合,因此得出结论,即使在M ≠0情况下,OTOC也可以用于识别ESQPT.于是,在(q,ρ0)
参数空间中绘制了系统的相图,如图7所示.注意,相空间图(q,ρ0)中色块条对应的F值是不等间距的.
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如图7所示,饱和值F的值随着磁化强度m 的增加而快速下降,这意味着系统的希尔伯特空间维数降低

并影响着矩阵元素N̂0之间的波动.此外,在图7中,如果系统的初态ρ0 较大,OTOC饱和值F也具有较大的

值.连接等F线,在非零磁化的情况下,右边的相变点消失,而左边的相变点仍然存在.随着m 的增加,左相变

点左移,这表明磁化强度的存在对量子相变有重要影响.

5 总 结

本文扩展了OTOC的应用来研究外磁场中铁磁旋量BEC中的ESQPT.首先使用量子方法和平均场理

论确定ESQPT点.在这里,揭示了旋量凝聚体中的ESQPT可以用OTOC进行判断,在相变点,OTOC经历

了短时间的指数增长,OTOC的饱和值表现出非解析行为.本文提出了使用全量子方法,平均场理论和数值

模拟,确保了研究结果的可靠性.进一步研究表明,在不同的磁化条件下,OTOC仍可以精确探测ESQPT.虽
然已经将重点放在了旋量凝聚体系统上,但这里介绍的探索ESQPT的方法可以应用于一大类少模量子系

统,为OTOC在 旋 量 凝 聚 体 中 的 实 验 应 用 提 供 理 论 建 议.最 近 在 各 种 量 子 多 体 系 统 中 实 验 测 量 了

OTOC[13,20],工作表明OTOC可以用作ESQPT的有效探针.
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Detectingexcited-statequantumphasetransitioninaferromagnetic
spinorcondensatebyout-of-time-ordercorrelator

ZhaoJunjie1,WangQi2,ZhaoXingdong2,ZhuZunlue2,ZhouLu1

(1.SchoolofPhysicsandElectronicScience,EastChinaNormalUniversity,Shanghai200241,China;

2.SchoolofPhysics,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

  Abstract:Out-of-time-ordercorrelator(OTOC)iswidelyusedininvestigatingquantumchaos,quantuminformation
scramblinganddynamicquantumphasetransition.WeapplyOTOCtodetecttheexcited-quantumphasetransitionofF=1spi-
norBose-Einsteincondensateinexternalmagneticfield.Byusingfullquantummethod,meanfieldtheoryandnumericalsimu-
lation,weinvestigatethequantumphasetransitionpointsofexcited-stateandthedynamicpropertiesofthesystemaround
them,andprovethatthesecharacteristicscanbedetectedbyOTOC.Ourfurtherresultsshowthatthephasetransitionpoint
canalsobedetectedunderdifferentmagnetizationconditions.OurresultsprovidetheoreticalproposalsforusingOTOCtode-
tecttheexcited-quantumphasetransitioninspinorquantumgasandotherquantummany-bodysystemsexperimentally.

Keywords:excited-statequantumphasetransition;out-of-time-ordercorrelator;spinorBose-Einsteincondensate;quan-
tumsensing

[责任编校 杨浦 刘洋]

601 河南师范大学学报(自然科学版)                2026年


