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  摘 要:储备池计算已广泛应用于学习和预测动态行为,可以实现包括混沌系统在内的复杂时序信号的演

化预测.然而,储备池如同大部分神经网络算法一样,其学习过程被认为是黑盒子,缺乏对其系统性的研究和解释.
本文通过建立最小单节点储备池计算模型,将学习与预测过程作为一种非线性动力系统进行分析.研究发现,训练

序列与输出序列之间存在复杂的映射关系,且与待学习系统本身的动力学分岔性质密切相关.通过稳定性分析,得

到了输入和输出状态之间对应关系的相图,揭示了预测失败现象对应的储备池系统稳定性的变化.在单节点系统分

析的基础上,进一步发现了随着储备池规模的增大,预测失败概率的快速降低,以及其对应的储备池稳定参数区域

的迅速增大.本文以logistic映射对应的周期与混沌信号为例,理论分析与数值结果完全对应.通过储备池学习过程

与稳定性的分析,为算法在学习和预测各种动态行为中的成功提供了动力学视角的理论基础.

关键词:储备池算法;机器学习;非线性动力学;稳定性分析

中图分类号:O415      文献标志码:A 文章编号:1000-2367(2026)02-0124-11

从时间序列中学习和推断系统动态是研究复杂系统的重要方法之一.基于时间序列的分析方法广泛应

用到天气和气候预测、金融数据分析等研究领域,并在控制与识别、适应性滤波、机器人技术、视觉与语音的

生产和处理等方面起到重要作用[1].最近,随着人工智能和神经网络方法的快速发展,一类新型时间序列分

析方法,循环神经网络方法(recursiveneuralnetwork,RNN)被广泛应用于复杂系统的分析中,包括机器识

别、武器系统控制,以及语音识别等问题[2-4].
随着循环神经网络方法技术的发展,也产生了如长短时记忆网络等基于循环神经网络的计算方法.文献

[5-8]分别通过回声状态网络和液态状态机提出一种新的实用计算方法,并在之后被统称为储备池计算

(reservoircomputing,RC).作为循环神经网络的简化方案,在输入层、神经网络计算层、输出层中,储备池算

法仅保留了对输出层权重的训练.与循环神经网络相比,储备池算法具有结构简单、学习速度快、计算成本低

等优点,并且擅长处理由动力系统生成的时间序列数据[9].因此,储备池算法广泛应用于复杂动力系统的学

习与预测,如预测混沌吸引子、广义同步、密码学等[10-15].
在广泛应用的同时,储备池算法作为神经网络算法,其本身也具有神经网络的黑盒子属性.例如,在相同

的训练数据条件下,算法参数的不同会使得预测结果发生不可预测的偏移.这对于神经网络算法的使用带来

了不可控的风险.能否理解储备池算法的内在工作机理,分析预测结果偏移的内在机制,对于储备池算法的

理论研究以及实际应用都具有重要意义[16-19].
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本研究提出了一种最简单的单节点储备池,仅包括一个计算神经元,并通过结合带常数项和泄露项构成

了最简单的计算单元.研究发现这个最简单的储备池同时具备时间序列的学习能力,以及不同参数下的预测

结果的偏移.以logistic映射xt+1=kxt(1-xt)产生的时间序列为例,在相同的训练数据下,不同的储备池参

数可以得到不同的预测状态,既有与训练数据相同的,也有发生了偏移的.例如,训练数据为周期信号,预测

时发生混沌,或者反之,训练数据为混沌信号,预测时却产生了混沌,如图1所示.

单节点储备池构成了一个研究储备池工作和失效机制的极简模型.围绕其动力学,本文分析单节点储备

池算法的学习过程以及预测过程,并分析了对应的动力系统的稳定性,得出了参数与最终状态之间的关系,
发现训练数据与预测序列时间差异的关键来自储备池自身形成动力系统的稳定性,并在多节点的经典储备

池算法中进行了验证.
本文结构如下:第1部分介绍了本文提出的单节点储备池算法;第2部分系统地描述并分析了单节点储

备池学习过程,并得到了稳定性对于学习结果的影响;第3部分将单节点储备池的结果在多节点算法中进行

了验证.并在最后第四部分对全文做了总结.

1 单节点储备池算法

单节点储备池的示意图如图2所示.在训练阶段,储备池计算节点的状态

rt+1=(1-α)rt+αtanh(winut+b),
其中,α 是储备池系统动态的自

然速率,b 是偏置项,用于打破

储备池内在的对称性.需要注意

的是,输入权重win,α 和b 在训

练阶段之前随机生成,并且在

训练过程中保持不变.
对于单节点的储备池,仅靠

一维时间序列r 自身很难完成

后续学习任务,为此,在其基础
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上增加了常数1以及输入序列u,合并为一个三维的时间序列进行训练.取储备池层的时间序列矩阵
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其中,nt 是输入时间序列的长度.包含所有输出值的输出向量v=Wout·R.优化输出权重向量Wout=

argmin(|Wout·R-u|2).向量u包含所有输入值.根据岭回归算法,Wout=(uR
T)(RRT+􀆠E)-1 其中,E 是单

位矩阵,RT 是时间序列矩阵的转置,􀆠是一个小的正数,用于防止算法的过拟合.选定􀆠=10-10.
在训练阶段获得适当的Wout 后,就可以通过储备池算法进行时间序列预测.在预测阶段,通过自反馈闭

环可以得到预测的时间序列vt

rt+1=(1-α)rt+αtanh(winvt+b),

vt+1=c1+c2vt+c3vt+1.{ (1)

对于储备池算法的预测效果,通过将预测的时间序列v与实际时间序列u进行比较,并使用预测长度L 定量

估计训练后的储备池性能:

|vi-ui|⩽ζ,i=2,…,L,

|vL+1-uL+1|>ζ,{
其中,ζ 是截断误差,在所有后续计算中设ζ=0.01.显然,L 越大,储备池系统的学习效果越好.

2 单节点储备池算法的学习结果分析

注意到储备池学习过程中,关键的训练环节基于的是时间序列v和u 之间的拟合.假设当单节点储备池

算法能够完全学习给定输入时间序列的动态特性时,预测的时间序列v应与输入时间序列u严格一致.根据

方程(1),可以得到

rt+1=(1-α)rt+αtanh(winut+b),

ut+1=c1+c2ut+c3rt+1
,{ (2)

如果存在满足方程(2)的输出权重Wout=[c1,c2,c3],则单节点储备池可以准确地学习给定的输入时间序

列.否则,单节点储备池的预测时间序列只能在一定步长内与输入序列一致.当输入序列的周期长度小于或

等于3时,方程(2)是欠定的或良定的.在这种情况下,满足该方程的输出权重是存在的,因此单节点储备池

输出序列可以严格重现输入周期Ⅰ、周期Ⅱ或周期Ⅲ序列.对于更高周期的序列或混沌序列,方程(2)将变成

一个超定方程.在此时,一般时间序列中没有输出权重Wout=[c1,c2,c3]能满足方程(2).
根据对方程(2)的分析,可以发现以周期Ⅲ为分界,周期更短的序列可以通过方程(2)完全匹配,而周期

更长的序列则无法保证方程(2)的满足.由此产生的直接的推论是,单节点储备池算法可以完全学习周期I、
周期Ⅱ或周期Ⅲ序列,但无法实现周期Ⅳ和混沌序列的学习.但根据图1中展示的结果,这个推论并不正确.
一方面,在学习周期Ⅱ或周期Ⅲ序列时,仍然会出现学习失败的情况,预测序列和训练序列不一致.另一方

面,储备池在合适参数下,仍然可以实现周期Ⅳ和混沌序列的学习.针对这两个问题,对每一个具体序列的学

习情况进行分析.
2.1 周期Ⅰ的学习结果

首先,分析最简单的情况,即当输入时间序列为周期Ⅰ序列时,单节点储备池算法的学习效果.如图1(a)
所示,在这种情况下,无论如何改变参数,预测序列始终是与输入序列完全一致的周期Ⅰ序列.此时周期Ⅰ的

解为rt=r*,vt=u1.将此条件代入方程(1)得到

r* =tanh(winu1+b),

v* =u1.{
这个解是方程(1)的不动点.根据预测阶段储备池的动力学,在rt =r*,vt =v* 处的雅可比矩阵为J=
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,其中,S =1-tanh2(winv

* +b).雅可比矩阵的2个特征值为λ =((c2 +1-α)±

(c2+1-α)2+4c3αwinS)/2,最大特征值的记作λmax.从图3(a)可以看出,无论如何改变参数win和b,雅

可比矩阵的特征值的绝对值始终小于1.这表明在此参数范围内解v* 是稳定的.储备池可以输出稳定的此周

期Ⅰ时间序列(图3(b)).
但要注意的是,此时不同参数的储备池的动力学也仍然是不同的.尽管它们都是稳定的周期Ⅰ序列,但

由于不同的特征值λmax,在受到干扰后收敛到固定点的速度不同.图3(c)和(d)显示了在相应参数下特征值

λmax的演变,分别接近0.1和0.9.即便对于简单的周期Ⅰ的解,储备池算法的动力学仍然会受到其预设参数

win和b的影响.只是此时的影响较小,无法改变其预测时输出的稳定状态.储备池的输出预测结果是训练数

据与储备池动力学的联合作用.

2.2 周期Ⅱ的学习结果

储备池本身的动力学对于预测的影响,在周期Ⅰ中并不明显.为此,考虑更加复杂的时间序列,当单节点

储备池学习logistic映射的周期Ⅱ时间序列时,如图1(b0)所示,预测序列存在2种结果.第1种是图1(b1)
所示的周期Ⅰ时间序列,它与输入时间序列不一致.第2种是与输入时间序列高度一致的周期Ⅱ时间序列,
如图1(b2)所示.此时不仅仅是收敛速率,系统的稳定解也发生了改变.

对于学习周期Ⅱ序列,方程(1)写作:

r2=(1-α)r1+αtanh(winv1+b),v2=c1+c2v1+c3r2,

r1=(1-α)r2+αtanh(winv2+b),v1=c1+c2v2+c3r1.{ (3)

  周期Ⅱ的解可以从中解得:
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这个解同样是储备池动力学的周期Ⅱ的定解.对于其稳定性,储备池动力学,方程(1)在r1=r
*
1 ,r2=r

*
2 ,u1=

v*
1 ,u2=v*

2 处的雅可比矩阵
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其中,s1=1-tanh2(winv
*
1 +b),s2=1-tanh2(winv

*
2 +b).根据J,可以得到雅可比矩阵的4个特征值,并

取最大特征值记作λmax.当|λmax|<1时,储备池学到的周期 Ⅱ 的解是稳定的,反之,是不稳定的.在图4(a)
和4(b)中,分别展示了λmax 和最终稳定状态的序列.可以发现两者是一一对应的.

有趣的是,当周期Ⅱ的解失稳时总是导向了周期Ⅰ的状态.如图4(c)所示,时间序列在前1200步中与

输入的周期Ⅱ时间序列基本一致后,但随着后续迭代,预测时间序列逐渐演变为周期Ⅰ.同时,随着参数win

的变化,在参数空间内也出现了对应的周期Ⅰ与Ⅱ的分岔,如图4(d)所示.
经过训练,储备池学习后得到的储备池动力学,使得训练序列成为其定解,但仅依赖最小均方误差的学

习算法,无法保证定解的稳定性.在简单的周期Ⅰ情况下,定解保持稳定,只是收敛速率受到储备池参数影

响,但在稍复杂的周期Ⅱ的情况下,定解的稳定性也无法保障,储备池的预测结果会在任意微小的误差或者

扰动的情况下,快速偏移定解,产生了预测序列和输入序列的大幅偏差.
注意到方程(4)是欠定的,图4使用岭回归方法来获得唯一的Wout=[c1,c2,c3],但由于其欠定性,可以

得到其他的可能解.在图5中,通过分别固定c2=1,c2=4,可以发现更加丰富分岔特性,除了周期Ⅰ与Ⅱ之
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外,还出现了周期Ⅲ,Ⅳ乃至混沌的序列.通过分岔图,可以发现,此时的储备池系统动力学可以根据参数的

选择不同,展示出完整的

倍周期分岔过程.而在整个

分岔过程中,训练数据对应

的周期Ⅱ均为系统的定解,
如图5(e)和(f)所展示的.

在欠定 状 态 下,不 同

的额外约束条件,对应着

不同解集的选择,也对应

着不 同 的 相 图.对 比 图4
(a)、图5(b)和图5(d),目
标的周期Ⅱ时间序列的稳

定区间也随着约束条件的

不同而改变.在以上的例子

中,c2=1是比c2=4或者

岭回归算法更加好的额外

条件.所有的解集存在共同

的属性,也就是训练集作

为定 解 横 亘 在 整 个 解 集

上,但其稳定性区域则受

到额外条件的影响.储备池

算法具有很强的可塑性,
在众多的解集的选择中,
岭回归算法并非最优的,但
如何选择合适的约束条件,
仍然是一个开放的问题.
2.3 周期Ⅲ的学习结果

储备池预测序列与训练序列之间存在很深的联系.在logistic的周期序列中,周期Ⅰ、Ⅱ、Ⅳ依次通过倍

周期分岔产生,而周期Ⅲ则通过切分岔,在混沌区中产生.当一个单节点储备池学习logistic映射的周期Ⅲ时

间序列时,如图1(c0-c5)所示.可以学习到的预测序列更加多样,不仅包括周期Ⅰ、周期Ⅱ和周期Ⅲ的状态序

列,还包括周期Ⅳ和混沌序列.
周期Ⅲ的学习结果与储备池稳定的分析与周期Ⅱ的分析方法一致.由方程得到对应的6阶雅可比矩阵,

进而得到相应的6个特征值.记录较大特征值为λmax,并在图6(a)中显示了λmax随参数win和b变化的相图.
图6(b)显示了实际仿真结果的比较图.可以看出,在图6(a)中,|λmax|<1的参数区域,使得周期Ⅲ定解稳

定,完全与图6(b)中青色区域一致.而由于周期Ⅲ与混沌的关系,在青色的周期Ⅲ区域两侧,都出现了混沌

区域.这与logistic映射的分岔性质是一致的.对比周期Ⅲ与周期Ⅱ的相图,可以发现储备池学习的结果与序

列本身在原动力系统中的分岔性质有密切关系.
2.4 周期Ⅳ的学习结果

对于具有较长周期的logistic映射序列,如logistic映射的周期Ⅳ序列,将周期ut+4=ut 条件代入方程

(2),可以得到一个超定方程:
r2=(1-α)r1+αtanh(winv1+b),v2=c1+c2v1+c3r2,

r3=(1-α)r1+αtanh(winv2+b),v3=c1+c2v2+c3r3,

r4=(1-α)r1+αtanh(winv3+b),v4=c1+c2v3+c3r4,

r1=(1-α)r1+αtanh(winv4+b),v1=c1+c2v4+c3r1.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

921第2期              蓝秀文,等:储备池算法学习过程与稳定性分析



对于一般的u1,u2,u3,u4,无论如何选择参数α,win,b,都无法找到特定的输出权重Wout=[c1,c2,c3]来确

保预测时间序列与输入时间序列完全一致.单节点RC无法严格学习并重现logistic映射的周期Ⅳ序列.

有趣的是,如图1(d1)到(d5)所示,经过单节点储备池,算法实际运行的结果显示,仍然可以通过控制参

数,使得储备池算法预测出近似的周期Ⅳ序列.与前面的分析类似,储备周期Ⅳ序列的稳定性依赖于参数,并
且会随着参数改变而失稳形成分岔结构,如图7(a-b)展示的那样.而此时不同的一点是,由于储备池能够训练

的参数无法保证重现logistic映射的周期Ⅳ序列,随着参数的变化,储备池预测的周期Ⅳ序列会在失稳前首先变

得不准确.虽然保持着周期Ⅳ的状态,但是其具体的数值会发生不小的偏移,如图7(b)中分岔图中所示.

在稳定性的基础上,对于周期Ⅳ的分析需要考虑误差的影响.为此,可以定量刻画在训练集上输入时间
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序列与目标时间序列的平均误差D=
1
nt
∑
nt

t=1
|ut-vt|.

图7(c)展示了平均误差D 随参数win和b变化的情况.可以发现基于稳定性的状态分布图7(a),与误差

分布图7(c),此时出现了大致相同形状.具有稳定的周期Ⅳ序列的区域具有更小的误差D,而反之误差较大

的区域则对应于其他序列.虽然误差本身的差别不大,但这种稳定性和误差之间的契合对于仅仅依赖误差进

行训练和优化的储备池算法意义重大,对于它的进一步分析仍然是一个具有挑战的难题.
Logistic具有更高周期的周期序列,其结果均与上述结果相似.随着参数改变,伴随着稳定性的变化,预

测结果出现大幅偏差,同时当周期数大于4时,出现了周期状态的不准确.本文不再对于后续的周期序列状

态进行一一分析.
2.5 混沌序列的学习结果

最后,分析混沌序列.混沌序列可以被视为具有无限周期的序列,因此无法通过将周期条件代入自反馈

方程进行分析.从图1(e0)的仿真结果可以看出,当输入序列是logistic映射的混沌序列时,预测序列的状态

随着参数win,b的变化而变化,包括周期Ⅰ、周期Ⅱ、周期Ⅳ和混沌状态,具体的相图见图8(a).除开因为稳

定性问题而发生的预测序列的周期性质改变外,对于混沌状态,预测仅仅只能发生在有限的几步中.

虽然混沌轨道的学习和预测非常复杂,但可以发现,储备池算法的学习规律仍然是不变的.图8(c)展示

了单节点储备池学习logistic映射混沌序列时,随着参数变化,预测步骤L 的变化情况.图8中的亮点对应于

预测效果较好的参数区域,参数的选择仍然起到关键的作用.进一步,可以观察到该区域具有线性特征.通过

拟合线性关系,可以得到b=-0.5win±0.667.当固定参数b=1如图8(a)中的黑色虚线所示时,可以看到在

win变化过程中出现了倍周期分叉,如图8(b)所示.在选择了更好的参数win和b后,得到的预测时间序列和输

入时间序列如图8(d)所示.发现当选择适当的参数时,logistic映射的混沌时间序列可以在短时间内得到预测.

3 从单节点到多节点

在上面的讨论中,通过对单节点储备池的分析,发现了其本身的稳定性和对于序列的拟合误差是重要的
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两个储备池的性质,而在前人的研究中,稳定性往往被忽略.这是储备池训练与学习中很大一部分意料之外

的现象的根本原因.
这一节,进一步讨论节点数量对学习效果的影响,尝试将单节点的储备池分析,尤其是稳定性判断方法,

扩展到多节点中.为了方便理论分析,这里考虑在α=1时学习没有记忆项的周期信号.设输入信号为周期m,
即u=[u1,u2,…,um,u1,u2,…].如果RC学习周期信号,方程(2)对应的自反馈方程应满足如下方程:

v1=c1+c2vm +∑
n

i=1
ci+2tanh(wivm +bi),

v2=c1+c2v1+∑
n

i=1
ci+2tanh(wiv1+bi),

︙

vm =c1+c2vm-1+∑
n

i=1
ci+2tanh(wivm-1+bi),

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

其中v=u.方程(1)对应的雅可比矩阵为:

J=

0 0 … 0 Sm

S1 0 … 0 0

0 S2 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … Sm-1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

,

其中,Sj =c2+∑
n

i=1
ci +2wi[1-tanh2(wivj +bi)].雅可比矩阵的特征值满足λm =∏

m

j=1
Sj.设S=

|∏
m

j=1
Sj|,则当S⩽1时,特征值|λ|⩽1,此时RC输出的周期状态稳定,且该周期状态可以长时间输出.

当S>1时,周期状态只能短时间输出.
以2个节点的储备池算法为例,分别学习周期Ⅲ和周期Ⅳ的logistic映射,结果如图9所示.
假设第一个节点的参数为w1=0.22,b1=1,稳定性指数S随参数w2和b2变化的情况如图9(a-b)所示,

其中S>1的不稳定区域用空白表示.与前面单节点的情况已知,储备池的稳定性对于预测效果的影响,在
多节点的情况同样起作用,如图9(c-d)所示.同时,当2个节点学习周期Ⅲ状态时,存在大量的不稳定区域,
而学习周期Ⅳ状态时则稳定.序列本身在原动力系统中的分岔性质对于储备池学习有重要影响,与单节点时

所发现的现象一致.
基于图9(a-b)的发现,可以通过稳定区域的面积或者比例来刻画节点数的影响.具体来说,逐步增加节

点数量n,并且保证当前n-1个节点的参数wi,bi 位于稳定区域时,第n个节点的参数wn,bn 在区间[-2,

2]上扫描,以获得对应于S⩽1的稳定状态的比例P.考虑到随机因素,随机选择n-1个节点的参数wi,bi

组合100次,得到的均值和方差如图9(e-f)所示.发现随着节点数量的增加,稳定区域的比例P 渐渐接近1,
这表明当节点数量较大时,随机选择节点参数可以确保稳定性.对于logistic映射和随机选择的储备池,30
个节点足以确保90%的成功率来预测正确的状态.这种节点的互补性对于稳定性的影响,是保证储备池算法

工作的基础,但其背后的机制仍然是一个有挑战的开放问题.

4 结 论

在本文中,考虑了从单个节点的最简单储备池,以学习logistic映射的各种状态为例,对于储备池算法

的学习与预测过程进行了分析.学习过程被抽象为一个非线性动态过程,以研究参数对储备池学习效果的影

响.在仿真中,简单的单节点储备池在学习logistic映射时展示了非常丰富的学习结果.如果选择了合适的参

数,单节点储备池可以准确地学习周期Ⅰ、周期Ⅱ和周期Ⅲ的logistic映射.对于更复杂的周期Ⅳ和混沌lo-
gistic信号,在适当的参数条件下,预测序列也能在近似预测或者短时间内预测输入序列,且误差精度在可接

受范围内.
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基于单节点的分析,本文发现了影响储备池算法预测结果的稳定性因素.在不考虑学习误差的周期Ⅰ、
周期Ⅱ和周期Ⅲ的情况下,稳定性作为唯一的因素影响预测结果.储备池算法中经常遇到的训练良好但预测

发散等情况,都可以在单节点储备池上复现,并通过稳定性进行分析与理解.最后,本文将稳定性分析推广到

了多节点的情况,发现其同样适用,并基于此提出了刻画节点数量影响的定量指标,发现随着节点数量的增

加,稳定性问题可以被一定程度的改善.这背后的多节点之间的协同作用,可以作为后续研究的重要方向.
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Learningprocessandstabilityanalysisofreservoircomputing

LanXiuwen1,ChenWei2,GaoJian1,YanZixiang1,XiaoJinghua1

(1.SchoolofScience;LaboratoryofMathematicsandInformationNetworks(MinistryofEducation),BeijingUniversityof

PostsandTelecommunications,Beijing100876,China;2.CollegeofInformationandNetworkEngineering,

AnhuiScienceandTechnologyUniversity,Chuzhou233100,China)

  Abstract:Reservoircomputinghasbeenwidelyappliedtolearningandpredictingdynamicbehaviors,enablingthepre-
dictionofcomplextemporalsignals,includingchaoticsystems.However,likemostneuralnetworkalgorithms,thelearning
processofreservoircomputingisoftenconsideredablackbox,lackingsystematicresearchandexplanation.Thispaperanalyzes
thelearningandpredictionprocessasanonlineardynamicalsystembyestablishingaminimalsingle-nodereservoircomputing
model.Thestudyfoundthatthereisacomplexmappingrelationshipbetweenthetrainingsequenceandtheoutputsequence,

whichiscloselyrelatedtothedynamicalbifurcationpropertiesofthesystemtobelearned.Throughstabilityanalysis,the

phasediagramofthecorrespondencebetweeninputandoutputstateswasobtained,revealingthechangesinthestabilityofthe
reservoirsystemassociatedwithpredictionfailurephenomena.Basedontheanalysisofthesingle-nodesystem,itwasfurther
discoveredthatasthesizeofthereservoirincreases,theprobabilityofpredictionfailuredecreasesrapidly,andthecorrespond-
ingstabilityparameterregionofthereservoirexpandsrapidly.Usingthelogisticmapcorrespondingtoperiodicandchaoticsig-
nalsasanexample,thetheoreticalanalysismatchesthenumericalresultscompletely.Byanalyzingthelearningprocessand
stabilityofthereservoir,thispaperprovidesatheoreticalfoundationfromadynamicalperspectiveforthesuccessofalgorithms
inlearningandpredictingvariousdynamicbehaviors.

Keywords:reservoircomputing;machinelearning;nonlineardynamics;stabilityanalysis
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