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基于倒向不确定微分方程的投资组合模型研究

高采文,张飞宇

(山西大同大学 数学与统计学院,山西 大同037009)

摘 要:倒向不确定微分方程是由Liu过程驱动的一类特殊的微分方程,研究在不确定环境下为达到未来预

期目标,当前时刻应该如何决策以及如何采取行为路径的问题.首先,介绍倒向不确定微分方程的有关理论,并讨论

线性倒向不确定微分方程的解.其次,考虑到这个理论适用于金融市场中的投资,建立了基于线性倒向不确定微分方

程的不确定投资组合模型.
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正向不确定微分方程是依据系统的初始状态,研究其变化规律,得到未来不确定意义上的确定性状态.
倒向不确定微分方程则是以系统未来的状态为目标,研究为达到目标状态,目前需要处于的状态以及采取的

行为路径.在现实的证券市场,理性的投资者通常会对未来的收益抱有某种预期,并通过制定投资策略来达

到预期目标,所以金融市场的投资研究着重考虑终端条件.可以发现,倒向不确定微分方程依赖于终端条件,
这恰好符合金融市场中投资运行的典型特征.倒向不确定微分方程在近十年才有所发展,由于它所具有的独

特性质,考虑将其应用在投资、期权等经济领域.
下面先介绍倒向随机微分方程,并由此引入倒向不确定微分方程.倒向随机微分方程是研究在随机干扰

环境下,为了实现未来预期目标,现在时刻系统应该如何决策的问题.文献[1]研究倒向随机微分方程的性质

及其在金融中的应用,得到未定权益的合理定价公式是倒向随机微分方程的解.DUFFIE等[2-3]探讨了基于

倒向随机微分方程的随机效用问题.石玉凤[4]运用倒向随机微分方程理论对具有随机投资回报决策目标的

无套利寿险定价模型进行了研究.彭实戈[5]介绍了倒向随机微分方程及其在金融数学中的应用.苗杰[6]基于

倒向随机微分方程理论探究了可分离债券的定价问题.
虽然倒向随机微分方程已被应用于实践中,然而随机模型应用的前提是事件的概率分布函数与事件的

实际频率接近,即满足大数定理,这需要大量的样本数据.由于经济和技术等原因,在实践中有时不能获得样

本数据,只能依靠领域专家来估计事件发生的可能性.同时,由于 Wiener过程的性质,随机模型在描述许多

时变系统时存在不一致性,这在参考文献[7]中进行了详细讨论.为了更好地描述实践中的各种噪声,需要考

虑新的方法.
为了解决这个问题,LIU[8]在2007年提出不确定理论,这是一个模拟人类不确定性的公理化数学理论.

2008年,他又引入了不确定过程[9]来描述不确定量的演变.不确定微分方程是包含不确定过程的一类微分方
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程.Liu过程是一个稳定的独立增量过程,在不确定分析中起着重要作用.目前,不确定微分方程已成为处理

不确定动态系统的主要工具.在现实的金融决策过程中,投资者的信度对行为决策起着非常重要的作用并且

影响着市场的发展.在实际应用中,将不确定微分方程成功地应用于金融领域的有不确定股票模型[10-11]、不
确定利率模型[12-13]和不确定货币模型[14-15].此外,不确定微分方程在许多其他领域也得到推广,例如多因

素不确定微分方程[16]、高阶不确定微分方程[17]、不确定分数阶微分方程[13]、倒向不确定微分方程[18]、时滞

不确定微分方程[19]、带跳不确定微分方程[20]和多维不确定微分方程[21].其中,倒向不确定微分方程是一类

特殊的不确定微分方程,它根据未来的状态倒推当前的决策及行为路径.这种类型的微分方程与动态控制问

题和金融中的债权定价有重要联系.倒向不确定微分方程理论的建立和发展,为解决金融问题提供了一个强

大的分析工具.GE等[18]首先提出倒向不确定微分方程的概念.同时,讨论了解的存在唯一性定理.以下将在

不确定理论的框架下研究由倒向不确定微分方程刻画的不确定投资组合模型.

1 线性倒向不确定微分方程的解

倒向不确定微分方程是一类已知终值的不确定微分方程,它研究在不确定因素扰动的环境下如何制定

路径使一个系统达到预期的目标.本节首先介绍倒向不确定微分方程的一些基本概念和定理,其次讨论线性

倒向不确定微分方程的解,并举例加以说明.
定义1[18] 设Ct 是一个Liu过程,f 和g 是实函数,

dXt=f(t,Xt)dt+g(t,Xt)dCt,

XT =ξ,{ (1)

其中t∈ [0,T],式(1)称为终值XT =ξ 的倒向不确定微分方程.

由不确定积分的理论,容易得到倒向不确定微分方程(1)等价于不确定积分方程:Xt =ξ-∫
T

t
f(s,

Xs)ds-∫
T

t
g(s,Xs)dCs,t∈ [0,T].显然,倒向不确定微分方程的解是一个Liu过程.

引理1[18] 考虑给定终值的倒向不确定微分方程(1),如果f(t,x)和g(t,s)满足Lipschitz条件|f(t,

x)-f(t,y)|+|g(t,x)-g(t,y)|⩽L|x-y|,∀x,y∈R,t∈[0,T]和线性增长条件|f(t,x)|+
|g(t,x)|⩽L(1+|x|),∀x∈R,t∈[0,T],则倒向不确定微分方程(1)有唯一的解,其中L 为正常数.

引理2[22] 若Xt 和Yt 是两个Liu过程,则dXtYt=XtdYt+YtdXt.
定义2 在倒向不确定微分方程(1)中,设f(t,Xt)=u1tXt+u2t,g(t,Xt)=v1tXt+v2t,其中u1t,u2t,

v1t,v2t 为样本连续的不确定过程,则方程(1)为线性倒向不确定微分方程.
定理1 设u1t,u2t,v1t,v2t 是可测函数,则线性倒向不确定微分方程

dXt=(u1tXt+u2t)dt+(v1tXt+v2t)dCt,

XT =ξ,{
有解XT =UT·Vt.其中Ut=UT·exp(-∫

T

t
u1sds-∫

T

t
v1sdCs),Vt=VT -∫

T

t

u2s

Us
ds-∫

T

t

v2s

Us
dCs.

证明 定义两个不确定过程Ut 和Vt,

dUt=u1tUtdt+v1tUtdCt, (2)

dVt=
u2t

Ut
dt+

v2t

Ut
dCt, (3)

由引理2,得

dXt=VtdUt+UtdVt=Vt(u1tUtdt+v1tUtdCt)+Ut(
u2t

Ut
dt+

v2t

Ut
dCt)=u2tdt+v2tdCt+(u1tUtVtdt+

v1tUtVtdCt)=u2tdt+v2tdCt+(u1tXtdt+v1tXtdCt)=(u1tXt+u2t)dt+(v1tXt+v2t)dCt.
由式(2),得
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dUt

Ut
=u1tdt+v1tdCt, (4)

式(4)等号两边从t到T 积分得∫
T

t
dlnUs=∫

T

t
u1sds+∫

T

t
v1sdCs,即lnUt=lnUT -∫

T

t
u1sds-∫

T

t
v1sdCs,整理

得Ut=UT·exp(-∫
T

t
u1sds-∫

T

t
v1sdCs),式(3)等号两边从t到T 积分得∫

T

t
dVs=∫

T

t

u2s

Us
ds+∫

T

t

v2s

Us
dCs,整

理得Vt=VT -∫
T

t

u2s

Us
ds-∫

T

t

v2s

Us
dCs.

例1 考虑线性倒向不确定微分方程

dXt=utdt+vtdCt,

XT =ξ,{
其中ut 和vt 是两个可积函数.令UT=1,VT=XT,由于Ut=exp(-∫

T

t
0ds-∫

T

t
0dCs)=1,Vt=XT-∫

T

t
usds-

∫
T

t
vsdCs,所以Xt=XT -∫

T

t
usds-∫

T

t
vsdCs.

例2 考虑线性倒向不确定微分方程

dXt=utXtdt+vtXtdCt,

XT =ξ,{
其中ut 和vs 是两个可积函数.令UT =1,VT =XT,由于Ut=exp(-∫

T

t
usds-∫

T

t
vsdCs),Vt=XT -∫

T

t
0ds-

∫
T

t
0dCs =XT,所以Xt=XT·exp(-∫

T

t
usds-∫

T

t
vsdCs).

例3 考虑线性倒向不确定微分方程

dXt=aXtdt+σdCt,

XT =ξ,{
其中a 和σ 是两个实数.令UT =1,VT =XT,由于

Ut=exp(-∫
T

t
ads-∫

T

t
0dCs)=exp(a(t-T)),Vt=XT -∫

T

t
0ds-∫

T

t

σ
exp(a(s-T))dCs,

所以

Xt=exp(a(t-T))(XT -∫
T

t

σ
exp(a(s-T))dCs)=exp(a(t-T))(XT -σ∫

T

t
exp(a(T-s))dCs).

  例4 考虑线性倒向不确定微分方程

dXt=mdt+σXtdCt,

XT =ξ,{
其中m 和σ 是两个实数.令UT =1,VT =XT,由于Ut=exp(-∫

T

t
0ds-∫

T

t
σdCs)=exp(σ(Ct-CT)),Vt=

XT -∫
T

t

m
exp(σ(Cs -CT))

ds-∫
T

t
0dCs=XT -m∫

T

t
exp(σ(CT -Cs))ds,所以Xt=exp(σ(Ct-CT))(XT -

m∫
T

t
exp(σ(CT -Cs))ds).

例5 考虑线性倒向不确定微分方程

dXt=(aXt+m)dt+σdCt,

XT =ξ,{
其中a,m 和σ 是实数且a≠0.令UT =1,VT =XT,由于

Ut=exp(-∫
T

t
ads-∫

T

t
0dCs)=exp(a(t-T)),
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Vt=XT -∫
T

t

m
exp(a(s-T))ds-∫

T

t

σ
exp(a(s-T))dCs =

XT -m∫
T

t
exp(a(T-s))ds-σ∫

T

t
exp(a(T-s))dCs,

所以Xt=exp(a(t-T))(XT -m∫
T

t
exp(a(T-s))ds-σ∫

T

t
exp(a(T-s))dCs).

2 不确定投资组合模型的建立

正向不确定微分方程是在不确定环境下由系统现在的状态研究将来的状态,而倒向不确定微分方程是

为了达到未来预期的目标,研究系统当前时刻应该如何决策,也就是根据未来的状态倒推当前的决策及行为

路径.倒向不确定微分方程在近10年才有所发展,考虑到它所具有的独特性质,可以将其应用在投资、期权

等经济领域.
假设一个投资组合有两类资产:一类为无风险资产,如债券;另一类为风险资产,如股票.现实中,当投资

的无风险资产或风险资产不止一种时,可以将他们组合在一起看成一个资产.
在不确定噪声的扰动下,无风险资产的价格满足方程:dXt =rXtdt,其中Xt 表示无风险资产的价格,

r表示无风险利率.
在不确定噪声的扰动下,有风险资产的价格满足方程:dYt=eYtdt+σYtdCt,其中Yt 为风险资产的价

格,e为期望回报率,σ>0为风险资产波动率.风险资产价格Yt 是一个不确定过程,它的逆不确定分布为:

Φ-1
t (α)=Y0exp(et+

σt3
π ln

α
1-α

).

在下面的讨论中不考虑交易费用、税收红利等.假设在t时刻投资Zt 于市场,其中Yt 用来投资股票,其
余的Zt-Yt 用来投资债券,投资组合价值的终值为ZT,记ZT =ξ.这个投资组合问题可以看成线性倒向不

确定微分方程:

dZt=(rZt+(e-r)Yt)dt+σYtdCt,

Zt=ξ,{ (5)

其中,r(Zt-Yt)dt表示无风险资产债券的价值,eYtdt+σYtdCt 表示有风险资产股票的价值,dZt 表示投资

组合价值.倒向不确定微分方程(5)表示投资组合的价值为无风险资产的价值加上有风险资产的价值,终值

ZT =ξ.

为了求得不确定投资组合模型(5)的解,令UT =1,VT =ZT,其中Ut =exp(-∫
T

t
rds-∫

T

t
0dCs)=

exp(r(t-T)),Vt=ZT -∫
T

t

(e-r)Ys

exp(r(s-T))ds-∫
T

t

σYs

exp(r(s-T))dCs.则得到t时刻的投资组合价值为:

Zt=exp(r(t-T))(ZT -∫
T

t

(e-r)Ys

exp(r(s-T))ds-∫
T

t

σYs

exp(r(s-T))dCs).

例6 已知一年期的无风险利率r为4%,期望回报率e为15%,风险资产波动率σ为2%,一位投资者

预期一年后投资组合价值的终值为10000元,为了实现这一财政目标,现在他应总共投资多少于金融市场?
其中多少用来投资股票? 多少用来投资债券?

若投资者想要达到一年后的财政计划,他现在的决策包括Z0 和Y0 两部分.他不仅要决定现在的总投入

Z0,还必须将其中的Y0 用来投资股票.由于

Zt=exp(r(t-T))(ZT -∫
T

t

(e-r)Ys

exp(r(s-T))ds-∫
T

t

σYs

exp(r(s-T))dCs),

当t=0时,

Z0=exp(0.04(0-1))(10000-∫
1

0

(0.15-0.04)Y0exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

ds-
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∫
1

0

0.02Y0exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

dCs)=exp(-0.04)(10000-0.11Y0∫
1

0

exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

ds-

0.02Y0∫
1

0

exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

dCs)=9607.89+exp(-0.04)(-0.11∫
1

0

exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

ds-

0.02∫
1

0

exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

dCs)Y0.

记C=9607.89,A=exp(-0.04)(-0.11∫
1

0

exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

ds-0.02∫
1

0

exp(0.15s-0.02Cs)
exp(0.04(s-1))

dCs).则

Z0=C+AY0,Z0-Y0=C+(A-1)Y0.
所以,投资者应总共投资Z0于市场,其中Y0用来投资股票,C+(A-1)Y0用来投资债券.问题就转化为

Y0 ∈ [0,10000]时,求Z0 的最小值这一不确定最优化问题.
特别地,当Y0=0时,风险投资为0,这是上述问题的一个特殊情况,不确定收益问题变成了确定收益

问题.

3 结 论

目前,对金融市场的讨论日益深入,传统的金融学是由系统现在的状态来推测未来的发展趋势.与此相

反,倒向不确定微分方程是从系统终值出发倒推当前决策的一个过程,这种思路更符合现实金融活动的规

律.本文讨论了线性倒向不确定微分方程在金融上的应用.先介绍了倒向不确定微分方程的基础知识,接着

研究了线性倒向不确定微分方程的解,然后将线性倒向不确定微分方程的理论应用在金融中,得到不确定投

资组合模型并讨论了基于线性倒向不确定微分方程的期权定价问题.在今后的研究中,将重点讨论倒向不确

定微分方程求解的数值方法.

参 考 文 献

[1] ELKAROUIN,PENGS,QUENEZMC.Backwardstochasticdifferentialequationsinfinance[J].MathematicalFinance,1997,7(1):

1-71.
[2] DUFFIED,EPSTEINLG.Stochasticdifferentialutility[J].Econometrica,1992,60(2):353.
[3] DUFFIED,EPSTEINLG.Assetpricingwithstochasticdifferentialutility[J].TheReviewofFinancialStudies,1992,5(3):411-436.
[4] 石玉凤.寿险产品优化理论:模型与方法[M].北京:中国经济出版社,2006.
[5] 彭实戈.倒向随机微分方程及其应用[J].数学进展,1997,26(2):97-112.

PENGSG.Thebackwardstochasticdifferentialequationsanditsapplication[J].AdvancesinMathematics(CHINA)),1997,26(2):97-112.
[6] 苗杰.基于倒向随机微分方程理论的可分离债券定价[J].工程数学学报,2022,39(3):487-494.

MIAOJ.Pricingofequitywarrantbondbasedonthetheoryofbackwardstochasticdifferentialequations[J].ChineseJournalofEngineer-

ingMathematics,2022,39(3):487-494.
[7] LIUBD.Towarduncertainfinancetheory[J].JournalofUncertaintyAnalysisandApplications,2013,1(1):1.
[8] LIUBD.UncertaintyTheory[M].2nded.Berlin:SpringerVerlag,2007.
[9] LIUB.Fuzzyprocess,hybridprocessanduncertainprocess[J].JournalofUncertainSystems,2008,2(1):3-16.
[10] LVGW,LIULX,LIWH.Optionpricingformulasinanewuncertainstockmodelwithfloatinginterestrate[J].JournalofIntelligent&

FuzzySystems,2017,33(4):2485-2496.
[11] YAOK.No-arbitragedeterminanttheoremsonmean-revertingstockmodelinuncertainmarket[J].Knowledge-BasedSystems,2012,35:259-263.
[12] XIAOC,ZHANGY,FUZF.Valuinginterestrateswapcontractsinuncertainfinancialmarket[J].Sustainability,2016,8(11):1186.
[13]ZHUYG.Uncertainfractionaldifferentialequationsandaninterestratemodel[J].MathematicalMethodsintheAppliedSciences,2015,

38(15):3359-3368.
[14] LIUYH,CHENXW,RALESCUDA.Uncertaincurrencymodelandcurrencyoptionpricing[J].InternationalJournalofIntelligentSys-

tems,2015,30(1):40-51.
[15] WANGX,NINGYF.Anuncertaincurrencymodelwithfloatinginterestrates[J].SoftComputing,2017,21(22):6739-6754.
[16] GAOCW,ZHANGZQ,LIUBL.Parameterestimationinmultifactoruncertainpopulationmodel[J].JournalofIntelligent&FuzzySys-

tems,2023,45(6):10295-10303.

18第1期           高采文,等:基于倒向不确定微分方程的投资组合模型研究



[17] YAOK.Uncertaindifferentialequation[M]//UncertainDifferentialEquations.Berlin:Springer,2016:49-94.
[18] GEXT,ZHUYG.Anecessaryconditionofoptimalityforuncertainoptimalcontrolproblem[J].FuzzyOptimizationandDecisionMak-

ing,2013,12(1):41-51.
[19] GEXT,ZHUYG.Existenceanduniquenesstheoremforuncertaindelaydifferentialequations[J].JournalofComputationalInformation

Systems,2012,8(20):8341-8347.
[20] GAOCW,ZHANGZQ,LIUBL.Uncertainpopulationmodelwithjumps[J].Mathematics,2022,10(13):2265.
[21] YAOK.Multi-dimensionaluncertaincalculuswithLiuprocess[J].JournalofUncertainSystems,2014,8(4):244-254.
[22] LIUB.Someresearchproblemsinuncertaintytheory[J].JournalofUncertainSystems,2009,3(1):3-10.

Researchonportfoliomodelbasedonbackwarduncertaindifferentialequations
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Abstract:BackwarduncertaindifferentialequationisaspecialkindofdifferentialequationsdrivenbytheLiuprocess.It
studiestheissueofhowtomakedecisionsandtakebehavioralpathsatthecurrentmomentinordertoachievetheexpected

goalsinthefutureunderuncertainenvironment.Firstly,therelevanttheoryofbackwarduncertaindifferentialequationsisin-
troducedandthesolutionoflinearbackwarduncertaindifferentialequationisgiven.Secondly,consideringthatthetheoryof
backwarduncertaindifferentialequationissuitableforinvestmentinfinancialmarket,anuncertainportfoliomodelcharacter-
izedbylinearbackwarduncertaindifferentialequationisestablished.
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Multiplesingularvaluescorrectionestimationbasedonsignal-to-noiseratio

GuYongweia,LiXinnaa,GuoShumeia,LiGuozhonga,LiuChangjianb

(a.FoundationDepartment;b.GeospatialInformationDepartment,InformationEngineeringUniversity,Zhengzhou450001,China)

Abstract:Inordertosolvethemulticollinearityprobleminlinearmodels,amultisingularvaluescorrectionestimation
basedonthesignal-to-noiseratioestimationisproposed.Thehazardsofmulticollinearitytoparametersinthemodelarediffer-
ent,whichcanbemeasuredbythesignal-to-noiseratioestimation,soastoclassifytheparametersaccordingtothedifferent
hazarddegrees,andatthesametime,thehazardsmechanismofthemulticollinearitytodesignmatrixisobtained.Basedon
this,combinedwiththeideasofORestimationandTSVDestimation,anewMSVCestimationisproposed.Itisdemonstrated
thattheMSVCestimationisaunificationoftheTSVDestimationandtheORestimationforms.ThecharacteristicsofMSVC
estimation,LSestimationandORestimationarecompared.TheadvantagesofMSVCestimationareasfollows:Comparedwith
LSestimation,itachievesasignificantreductioninvarianceatthecostofaslightincreaseinbias;comparedwiththeOResti-
mate,thevarianceincreasesslightly,inexchangeforalargedecreaseinbias.NumericalexperimentsshowthattheMSVCes-
timationhashighcalculationaccuracy.

Keywords:SNR;multicollinearity;ridgeestimation;singularvalue;multipleparameters
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