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一类随机SWEIA艾滋病毒传播模型的动力学分析

马怡婷,张太雷,邓金超

(长安大学 理学院,西安710064)

摘 要:研究了一类具有随机效应的SWEIA艾滋病毒传播模型.首先,通过构造Lyapunov函数证明了确定性

模型平衡点的全局渐近稳定性,利用停顿理论等方法证明了随机模型正解的全局存在唯一性与有界性;其次,分析

了随机模型的解在相应确定性模型的无病平衡点与地方病平衡点附近的震荡行为,并得到了随机模型解的平均持

续与灭绝性的充分条件;最后,通过数值模拟进一步显示了模型的动力学行为.
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艾滋病(AIDS)是一种对人类健康危害极大的传染病,它由人类免疫缺陷病毒(HIV)引起,通过大规模

破坏人免疫系统中最重要的CD4-T淋巴细胞,使免疫功能失控,从而丧失抵御疾病的能力.因此,人体易感

染各种慢性疾病,引发并发症,并能导致恶性肿瘤,疾病的死亡率较高[1].国内外的多个学者对 HIV/AIDS
的传播规律进行了深入研究[2-3].SHOFIANAH 等[4]讨论了具有垂直传播与治疗且具有两个潜伏期的

HIV/AIDS传染病模型的最优控制问题,利用Pontryagin原理,得到了以最小的控制成本减少感染/症状亚

群数量的最有效控制.MARSUDI等[5]研究了一类确定性的 HIV/AIDS模型,得到了各类平衡点的全局稳

定性,并对参数进行敏感性分析,结果表明:无症状感染者(艾滋病前期)与易感者的有效接触率对 HIV/

AID的传播影响最大.但是在现实中,由于环境多变,生物会受到各类随机因素的干扰,且大多数问题都具有

不确定性,确定性的传染病模型很难做到对实际情况进行具体描述.因此,学者们开始重视随机数学模

型[6-9],并取得了很大进展[10-12].KHAN等[13]考虑了具有随机扰动和时滞的冠状病毒流行模型,研究结果

表明:布朗运动与噪声项对流行病传播的影响非常高,若噪声很大,疾病可能会减少或消失.HOU等[14]提出

了一类随机SIHR的COVID-19流行模型,数值分析了传播速率、噪声强度等参数对疾病传播的影响,并得

到结果:在忽视环境噪声影响的情况下,确定性模型的阈值水平被高估.文献[15]研究了确定性的SWEIA艾

滋病毒传播模型:

dS
dt=Λ-β1SW -β2SE-β3SI-μS,

dW
dt =β1SW +β2SE+β3SI-(μ+ρ)W,

dE
dt=ρW -(μ+σ)E,dIdt=σE-(μ+α+γ)I,dAdt =γI-μA.
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(1)

为更好地描述HIV传播的动力学行为,在文献[15]的基础上引入随机扰动因素,建立具有随机扰动的

SWEIA艾滋病毒传播模型.
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1 模型建立

在文献[15]中,S(t),W(t),E(t),I(t),A(t)分别表示t时刻的易感者、艾滋病毒窗口期感染者、艾滋

病毒无症状潜伏期患者、艾滋病毒有症状期患者、艾滋病移除者的个体数量,Λ 表示新增人口数量,μ 表示自

然死亡率,β1,β2,β3 分别表示易感者与W,E,I仓室中患者的接触率,ρ,σ,γ 分别表示感染者从W 仓室到E
仓室、从E 仓室到I仓室以及从I仓室到A 仓室的比率.由文献[15]知,模型(1)的最大正向不变集为Ω=

{(S,W,E,I,A)∈R5+:S+W +E+I+A ⩽
Λ
μ
},基本再生数为R0=

Λ(β1ω2ω3+β2ρω3+β3ρσ)

μω1ω2ω3

,其中

ω1=μ+ρ,ω2=μ+σ,ω3=μ+α+γ.当R0⩽1时,模型(1)仅存在无病平衡点P0(Λ
μ
,0,0,0,0)且局部

渐近稳定;当R0 >1时,模型(1)既存在无病平衡点,还存在唯一的地方病平衡点P*(S*,W *,E*,I*,

A*)且局部渐近稳定.下面通过Lyapunov函数方法证得两类平衡点的全局渐近稳定性.
定理1 当R0 <1时,无病平衡点P0 全局渐近稳定;当R0=1时,无病平衡点P0 全局吸引.

证明 构造Lyapunov函数V1(t)=
β1(ω2ω3+β2ρω3+β3ρσ)

ω1ω2ω3
W +

β2ω3+β3σ
ω2ω3

E+
β3

ω3
I.V1(t)关于模

型(1)对t求导有

dV1(t)
dt =

β1(ω2ω3+β2ρω3+β3ρσ)
ω1ω2ω3

dW
dt +

β2ω3+β3σ
ω2ω3

dE
dt+

β3
ω3

dI
dt⩽

(β1W +β2E+β3I)(R0-1).

由LaSalle不变集原理知,Ω 内的任何轨线都趋于P0,所以无病平衡点P0 全局吸引.
定理2 当R0 >1时,地方病平衡点P* 全局渐近稳定.
证明 构造Lyapunov函数

V2(t)=(S-S* -S*lnS
S*
)+(W -W * -W *ln W

W *
)+

β2ω3S
* +β3S

*σ
ω2ω3

(E-

E* -E*ln E
E*
)+

β3S
*

ω3

(I-I* -I*lnI
I*
).

  当R0>1时,V2(t)关于模型(1)对t求导得:

dV2(t)
dt =(1-

S*

S
)dS
dt+(1-

W *

W
)dW
dt +

β2ω3S
* +β3S

*σ
ω2ω3

(1-
E*

E
)dE
dt+

β3S
*

ω3

(1-
I*

I
)dI
dt=

μ(2-
S*

S -
S
S*
)+β1S*W *(2-

S*

S -
S
S*
)+β2S*E*(3-

S*

S -
WE*

W *E
-

SW *E
S*WE*

)+

β3S*I*(4-
S*

S -
WE*

W *E
-

EI*

E*I
-

SW *I
S*WI*

).

  根据几何平均数和算术平均数之间的关系得:

S*

S +
S
S* ⩾2,

S*

S +
WE*

W *E
+

SW *E
S*WE* ⩾3,

S*

S +
WE*

W *E
+

EI*

E*I
+

SW *I
S*WI* ⩾4,

  所以当R0 >1时,
dV2(t)
dt ⩽0,因此地方病平衡点P* 全局渐近稳定.

由于实际问题会受到大量外界随机因素的干扰,例如:病毒的传播可能受到公共卫生教育、媒体宣传报

道等因素的影响.因此,本文在文献[15]的基础上考虑随机因素,建立如下随机模型:

dS=[Λ-β1SW -β2SE-β3SI-μS]dt+σ1S(t)dB1(t),

dW =[β1SW +β2SE+β3SI-(μ+ρ)W]dt+σ2W(t)dB2(t),

dE=[ρW -(μ+σ)E]dt+σ3E(t)dB3(t),

dI=[σE-(μ+α+γ)I]dt+σ4I(t)dB4(t),

dA=[γI-μA]dt+σ5A(t)dB5(t),

ì
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(2)
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其中Bi(t)(i=1,2,…,5)是独立的布朗运动,σi(i=1,2,…,5)是其强度系数.

2 全局正解的存在与唯一性与有界性

定理3 对任意给定的初值 (S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))∈R5+,随机模型(2)存在唯一解(S(t),

W(t),E(t),I(t),A(t))(t⩾0),且该解以概率1位于R5+ 中,即(S(t),W(t),E(t),I(t),A(t))∈R5+(t⩾
0),a.s..

证明 因为随机模型(2)的解满足局部Lipschitz连续性条件,因此,对任意给的初值 (S(0),W(0),
E(0),I(0),A(0))∈R5+,随机模型(2)存在唯一的局部解(S(t),W(t),E(t),I(t),A(t)),t∈ [0,τe),τe

是爆破时间.要证明解的全局性,只需证τe =∞,a.s..
对任给的初值 (S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))∈R5+,则存在足够大的正整数k0,使得(S(0),W(0),

E(0),I(0),A(0))均在[1
k0
,k0]上.对所有的正整数k⩾k0,定义停时

τk =inf{t∈ [0,τe]∶min{S(t),W(t),E(t),I(t),A(t)}⩽
1
k

或者max{S(t),W(t),E(t),I(t),A(t)}⩾k}.

  令inf⌀=∞(⌀ 表示空集).显然,当k→ ∞ 时,τk 单增.设τ∞ =lim
t→∞

τk,用反证法证明τ∞ =∞,a.s..

假设τ∞ <∞,则存在常数T >0和ε∈(0,1),满足P(τ∞ ⩽T)>ε.因此,存在正数k1>k0,使得对

∀k⩾k1,P(τ∞ ⩽T)⩾ε.

定义函数V(S,W,E,I,A)=(S-c-clnS
c
)+(W -1-lnW)+(E-1-lnE)+(I-1-lnI)+

(A-1-lnA),这里c=min{μ
β1

,μ
β2

,μ+α
β3

}.对 ∀x>0,(x-1-lnx)⩾0,则V 为非负函数.由Itô公式

得:dV(S,W,E,I,A)=LVdt+σ1(S-c)dB1+σ2(W -1)dB2+σ3(E-1)dB3+σ4(I-1)dB4+σ5(A-

1)dB5.其中LV ⩽Λ+4μ+μc+γ+σ+α+
1
2
(cσ2

1+σ2
2+σ2

3+σ2
4+σ2

5)≜K.这里K 是正常数,则

dV(S,W,E,I,A)⩽Kdt+σ1(S-c)dB1+σ2(W -1)dB2+σ3(E-1)dB3+
σ4(I-1)dB4+σ5(A-1)dB5.

对上式两边从0到τk∧T 积分并取期望得:
EV(S(τk ∧T),W(τk ∧T),E(τk ∧T),I(τk ∧T),A(τk ∧T))⩽

V(S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))+KT.
令Ωk ={τk ⩽T},对 ∀k⩾k1,有P(Ωk)⩾ε.对 ∀ω∈Ω,由停时定义知S(τk,ω),W(τk,ω),E(τk,ω),

I(τk,ω),A(τk,ω)中至少有一个等于k或1
k
,

V(S(τk,ω),W(τk,ω),E(τk,ω),I(τk,ω),A(τk,ω))⩾min{k-1-lnk,
1
k -1-ln

1
k
}. (3)

所以V(S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))+KT ⩾εmin{k-1-lnk,
1
k -1-ln

1
k
}.令k→ ∞,则有 ∞ >

V(S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))+KT=∞ 与假设矛盾.所以τ∞ =∞,a.s..

3 随机模型(2)的解在无病平衡点附近的渐近行为

当确定性模型(1)的R0 <1时,无病平衡点P0 稳定,接下来讨论模型(2)的解在P0 附近的渐近行为.

定理4 当R0 <1,且满足σ2
2<2μ+ρ-2-

β1Λ
μ
,σ2
3<2μ+σ-ρ-

β2Λ
μ
,σ2
4<2(μ+α)+γ-σ-

β3Λ
μ
,σ2
5<2μ-γ,那么对任意初值(S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))∈R5+,随机模型(2)的解有如下性质:
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lim
t→∞
sup

1
tE∫

t

0
[(S(ξ)-

Λ
μ
)2+W2(ξ)+E2(ξ)+I2(ξ)+A2(ξ)]dξ⩽

Λ2[μ(2σ
2
1+(μ+ρ)

2+μ
2)+Λ(β1+β2+β3)]

2n1μ
3 .其中:

n1=min{2μ,μ+ρ
2-

2+σ22
2 -

β1Λ
2μ
,μ+

σ
2-

ρ+σ23
2 -

β2Λ
2μ
,μ+α+

γ
2-

σ+σ24
2 -

β3Λ
2μ
,μ-

γ+σ25
2

}.

  证明 定义函数V11=
1
2
(S-

Λ
μ
)2,V12=

1
2E

2,V13=
1
2I

2,V14=
1
2A2,V15=

1
2
(S-

Λ
μ

+W)2.由Itô

公式得:

dV11⩽[-μ(S-
Λ
μ
)2+

β1Λ
2μ

W2+
β2Λ
2μ

E2+
β3Λ
2μ

I2+
1
2σ

2
1S2+

Λ(β1+β2+β3)
2μ

S2]dt+σ1S(S-
Λ
μ
)dB1,

dV12=[E(ρW -(μ+σ)E)+
1
2σ

2
3E2]dt+σ3E2dB3 ⩽ (ρ2W2-(μ+σ-

ρ+σ23
2

)E2)dt+σ3E2dB3,

dV13= [(I(σE-(μ+α+γ)I))+
1
2σ

2
4I2]dt+σ4I2dB4⩽(

σ
2E

2-(μ+α+γ-
σ+σ24
2
)I2)dt+σ4I2dB4,

dV14=[A(γI-μA)+
1
2σ

2
5A2]dt+σ5A2dB5 ⩽ (

γ
2I

2-(μ-
γ+σ25
2

)A2)dt+σ5A2dB5,

dV15 ⩽ [-μ(S-
Λ
μ
)2-(μ+ρ-

2+σ22
2

)W2+
σ21Λ

2

2μ
2 +

Λ2(μ+ρ)
2

2μ
2 +

Λ2

2
]dt+

σ1S(S-
Λ
μ

+W)dB1+σ2W(S-
Λ
μ

+W)dB2.

因此考虑函数V3=V11+V12+V13+V14+V15,计算得:

dV3=dV11+dV12+dV13+dV14+dV15 ⩽ [2μ(S-
Λ
μ
)2-(μ+ρ

2-
2+σ22
2 -

β1Λ
2μ
)W2-(μ+

σ
2-

ρ+σ23
2 -

β2Λ
2μ
)E2-(μ+α+

γ
2-

σ+σ24
2 -

β3Λ
2μ
)I2-(μ-

γ+σ25
2

)A2]dt+σ4I2dB4+

σ1S(S-
Λ
μ
)dB1+σ5A2dB5+σ1S(S-

Λ
μ

+W)dB1+σ2W(S-
Λ
μ

+W)dB2+

σ3E2dB3+
Λ2σ21
μ
2 +

Λ2(μ+ρ)2

2μ
2 +

Λ2

2 +
Λ3(β1+β2+β3)

2μ
3 . (4)

对式(4)两端分别从0到t积分并取期望得

EV3(t)-EV3(0)⩽E∫
t

0
[-2μ(S(ξ)-

Λ
μ
)2-(μ+ρ

2-
2+σ22
2 -

β1Λ
2μ
)W2(ξ)-(μ+

σ
2-

ρ+σ23
2 -

β2Λ
2μ
)E2(ξ)-

(μ+α+
γ
2-

σ+σ24
2 -

β3Λ
2μ
)I2(ξ)-(μ-

γ+σ25
2

)A2(ξ)]dξ+σ3E∫
t

0
E(ξ)2dB3+σ4E∫

t

0
I(ξ)2dB4+

σ1E∫
t

0
S(ξ)(S(ξ)-

Λ
μ
)dB1+σ1E∫

t

0
S(ξ)(S(ξ)-

Λ
μ

+W(ξ))dB1+σ5E∫
t

0
A(ξ)2dB5+

σ2E∫
t

0
W(ξ)(S(ξ)-

Λ
μ

+W(ξ))dB2+E(
Λ2

μ(2σ
2
1+(μ+ρ)

2+μ
2)+Λ3(β1+β2+β3)

2μ
3

).

由于lim
t→∞

<∫
t

0
dBi(t),∫

t

0
dBi(t)>t

t ⩽1< ∞,因此lim
t→∞

∫
t

0
dBi(t)

t =0(i=1,2,…,5)a.s.,所以

lim
t→∞
sup

1
tE∫

t

0
[(S(ξ)-

Λ
μ
)2+W2(ξ)+E2(ξ)+I2(ξ)+A2(ξ)]dξ⩽
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Λ2
μ(2σ

2
1+(μ+ρ)

2+μ
2)+Λ3(β1+β2+β3)

2n1μ
3 .

  注 定理4表明,在一定条件下,随机模型(2)的解在确定性模型(1)的无病平衡点附近扰动,扰动程度

与σ1,σ2,σ3,σ4,σ5 相关.

4 随机模型(2)的解在地方病平衡点附近的渐近行为

定理5 当R0 >1时,对任意初值(S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))∈R5+,随机模型(2)的解(S(t),

W(t),E(t),I(t),A(t))有如下性质:

lim
t→∞
sup

1
tE∫

t

0
[(S(ξ)-S*)2+(W(ξ)-W*)2+(E(ξ)-E*)2+(I(ξ)-I*)2+(A(ξ)-A*)2]dξ⩽

δ
n2

.

其中:n2=min{C5
μ
2
,C6

(μ+ρ)
4

,C7
(μ+σ)
4

,C8
(μ+α+γ)

4
,C9

μ
2
},δ=σ2

1(
C1

2S* +
(C5+C6)Λ

2

2μ
2

)+

σ2
2(
C2

2W * +
C6Λ

2

2μ
2
)+σ2

3(
(C3+C4)
2(μ+σ)+

C7Λ
2

2μ
2
)+σ2

4(
C4

2(μ+α+γ)+
C8Λ

2

2μ
2
)+σ2

5
C9Λ

2

2μ
2
,

C1=
β1W

* +β2E
* +β3I

*

β1W
* +β2E

* +β3I
* +μ

,C2=1,C3=β2S*E*,C4=β3S*I*,C5=
Λ
μ
,C6= μ(μ+ρ)

μ
2+(μ+ρ)

2C5,

C7=
(μ+σ)(μ+ρ)

2ρ
2 C6,C8=

(μ+σ)(μ+α+γ)
2σ2 C7,C9=μ(μ+α+γ)

2γ2 C8.

证明 定义函数V21=S-S*-S*lnS
S*
,V22=W-W*-W*lnW

W*
,V23=

1
ρW

*
(E-E*-E*lnE

E*
),

V24=
1

ρW *
(E-E* -E*lnE

E*
)+

1
σE*

(I-I* -I*lnI
I*
),V25=

1
2
(S-S*)2,V26=

1
2
(S-S* +W -

W *)2,V27=
1
2
(E-E*)2,V28=

1
2
(I-I*)2,V29=

1
2
(A-A*)2.由Itô公式得:

dV21=-[(β1W * +β2E* +β3I* +μ)
(S-S*)2

S -β1(S-S*)(W -W *)-β2(S-S*)(E-E*)-

β3(S-S*)(I-I*)]dt+σ1(S-S*)dB1,

dV22⩽[β1(S-S*)(W -W*)+β2(S-S*)(E-E*)+β3(S-S*)(I-I*)+β2S*E* (S-S*)2

S +

β3S*I* (I-I*)2

S +β2S*E*(ln W
W * -

W
W * -ln

E
E* +

E
E*
)+β3S*I*(lnW

W * -

W
W * -ln

I
I* +

I
I*
)+
1
2σ

2
2W *]dt+σ2(W -W *)dB2,

dV23 ⩽ [
W
W * -

E
E* -ln

W
W * +ln

E
E* +

E*

2ρW
*σ

2
3]dt+

σ3
ρW

*
(E-E*)dB3,

dV24 ⩽ [
W
W * -

I
I* -ln

I
I* +

E*

2ρW
*σ

2
3+

I*

2σE*σ
2
4]dt+

σ3
ρW

*
(E-E*)dβ3+

σ4
σE*

(I-I*)dB4,

dV25 ⩽ [-μ(S-S*)2-β1(S-S*)(W -W *)-β2(S-S*)(E-E*)-β3(S-S*)(I-I*)+
1
2σ

2
1S2]dt+σ1S(S-S*)dB1,

dV26 ⩽ [-(μ-
(2μ+ρ)

2

2(μ+ρ)
)(S-S*)2-

(μ+ρ)
2

(W -W *)2+
1
2σ

2
1S2+

1
2σ

2
2W2]dt+σ1S(S-S* +

W -W *)dB1+σ2W(S-S* +W -W *)dB2,

dV27 ⩽ [ ρ
2

2(μ+σ)
(W -W *)2-

(μ+σ)
2

(E-E*)2+
1
2σ

2
3E2]dt+σ3E(E-E*)dB3,

54第2期          马怡婷,等:一类随机SWEIA艾滋病毒传播模型的动力学分析



dV28 ⩽ [
σ2

2(μ+α+γ)
(E-E*)-

(μ+α+γ)
2

(I-I*)2+
1
2σ

2
4I2]dt+σ4I(I-I*)dB4,

dV29 ⩽ [
γ
2μ
(I-I*)-μ

2
(A-A*)+

1
2σ

2
5A2]dt+σ5A(A-A*)dB5.

因此,考虑函数V4(S,W,E,I,A)=C1V21+C2V22+C3V23+C4V24+C5V25+C6V26+C7V27+C8V28+
C9V29,由Itô公式可得:

dV4 ⩽-C5
μ
2
(S-S*)-C6

(μ+ρ)
2

(W -W *)-C7
(μ+σ)
2

(E-E*)2-C8
(μ+α+γ)

2
(I-I*)2-

C9
μ
2
(A-A*)2+δ+C1σ1S(S-S*)dB1+C2σ2(W -W *)dB2+

σ3
ρW

*
(C3+C4)(E-E*)dB3+

C4
σ4

σE*
(I-I*)dB4+C5(S-S*)σ1SdB1+C6(σ1S(S-S* +W -W *)dB1+σ2W(S-S* +

W -W *)dB2)+C7σ3E(E-E*)dB3+C8σ4I(I-I*)dB4+C9σ5A(A-A*)dB5.
对上式两端分别从0到t 积分并取期望得:EV4(S(t),W(t),E(t),I(t),A(t))-EV4(S(0),W(0),

E(0),I(0),A(0))⩽E∫
t

0
[-

C5μ
2
(S(ξ)-S*)2-

C6(μ+ρ)
2

(W(ξ)-W *)2-
C7(μ+σ)

2
(E(ξ)-E*)2-

C8(μ+α+γ)
2

(I(ξ)-I*)2 -
C9μ
2
(A(ξ)-A*)2]dξ +δt.所 以lim

t→∞
sup

1
tE∫

t

0
[(S(ξ)-S*)2 +

(W(ξ)-W *)2+(E(ξ)-E*)2+(I(ξ)-I*)2+(A(ξ)-A*)2]dξ⩽
δ
n2

.

注 定理5表明,随机模型(2)的解在确定性模型(1)的地方病平衡点附近扰动,且扰动的强度与σ1,σ2,
σ3,σ4,σ5 成正比.

5 平均持续性

定理6 若R0 >1,且 min{
C5μ
2
(S*)2,

C6(μ+ρ)
2

(W *)2,
C7(μ+σ)

2
(E*)2,

C8(μ+α+γ)
2

(I*)2,

C9μ
2
(A*)2}⩾δ 则随机模型(2)的解平均持续,即lim

t→∞
inf1t∫

t

0
S(ξ)dξ >0,lim

t→∞
inf1t∫

t

0
W(ξ)dξ >0,

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
E(ξ)dξ>0,lim

t→∞
inf1t∫

t

0
I(ξ)dξ>0,lim

t→∞
inf1t∫

t

0
A(ξ)dξ>0,a.s.

  证明 令m=min{
C5μ
2
,
C6(μ+ρ)

2
,
C7(μ+σ)

2
,
C8(μ+α+γ)

2
,
C9μ
2
},因为R0 >1,由定理5得:

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
(S(ξ)-S*)2dξ⩽

δ
m
,lim
t→∞
inf1t∫

t

0
(W(ξ)-W*)2dξ⩽

δ
m
,lim
t→∞
inf1t∫

t

0
(E(ξ)-E*)2dξ⩽

δ
m
,

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
(I(ξ)-I*)2dξ⩽

δ
m
,lim
t→∞
inf1t∫

t

0
(A(ξ)-A*)2dξ⩽

δ
m.

因为2S*(S-S*)⩽ (S*)2+(S-S*)2,即S ⩾
S*

2 -
(S-S*)2

2S*
,所以:lim

t→∞
inf1t∫

t

0
S(ξ)dξ⩾

S2

2 -

lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0

(S(ξ)-S*)2

2S* dξ⩾
S*

2 -
δ

2S*m
>0,同理可得:

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
W(ξ)dξ>0,lim

t→∞
inf1t∫

t

0
E(ξ)dξ>0,lim

t→∞
inf1t∫

t

0
I(ξ)dξ>0,lim

t→∞
inf1t∫

t

0
A(ξ)dξ>0.

6 随机灭绝性

本节将讨论疾病的灭绝性.
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定理7 对随机模型(2)的任意具有正初值的解(S(t),W(t),E(t),I(t),A(t))∈R5+,若μω1>β1Λ,

ω2[μω1-β1Λ]>β2Λρ,则有:(1)当R0<1时,(W(t),E(t),I(t))指数收敛于(0,0,0)a.s.(2)当R0>1

且 1
3θ2

2

(1
2σ

2
2 ∧

1
2θ

2
1σ2
3 ∧

1
2θ

2
2σ2
4)>M 时,(W(t),E(t),I(t))指数收敛于(0,0,0)a.s.,即艾滋病灭绝.其中:

M ⩾min{ω1(R0-1),
μω1ω2(R0-1)

μω1-β1Λ
, μω1ω2ω3(R0-1)
ω2[μω1-β1Λ]-β2Λρ

},

μω1-β1Λ
μρ

<θ1 <
β2Λω3+β3Λσ

μω2ω3

,
ω2[μω1-β1Λ]-β2Λρ

μρσ
<θ2 <

β3Λ
μω3

.

  证明 定义函数Q(t)=ln(W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)),由Itô公式得:

dlnQ(t)=LVdt+
σ2WdB2+θ1EdB3+θ2IdB4

W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)
.其中:

LV=
1

W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)
[β1SW +β2SE+β3SI-ω1W +θ1(ρW -ω2E)+θ2(σE-ω3I)]-

σ22W
2+θ21σ

2
3E

2+θ22σ
2
4E

2

2(W(t)+θ1E(t)+θ2I(t))2
⩽

1
W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)

[(β1
Λ
μ

-ω1+θ1ρ)W +

(β2
Λ
μ

-θ1ω2+θ2σ)E)+(β3
Λ
μ

-θ2ω3)I]-
1
3θ22
(1
2σ

2
2 ∧

1
2θ

2
1σ23 ∧

1
2θ

2
2σ24).

下面将β1
Λ
μ

-ω1+θ1ρ,β2
Λ
μ

-θ1ω2+θ2σ,β3
Λ
μ

-θ2ω3 分为大于0与小于0进行讨论.当R0<1时,取

β2Λω3+β3Λσ
μω2ω3

<θ1 <
μω1-β1Λ

μρ
,β3

Λ
μω3

<θ2 <
ω2[μω1-β1Λ]-β2Λρ

μρσ
.

所以存在正数m1 使得β1
Λ
μ

-ω1+θ1ρ<-m1,β2
Λ
μ

-θ1ω2+θ2σ<-m1θ1,β3
Λ
μ

-θ2ω3<-m1θ2 同时

成立.则可取m1=min{ω1(1-R0),
μω1ω2(1-R0)

μω1-β1Λ
, μω1ω2ω3(1-R0)
ω2[μω1-β1Λ]-β2Λρ

}.因此

dlnQ(t)⩽ [-m1-
1
3θ22
(1
2σ

2
2 ∧

1
2θ

2
1σ23 ∧

1
2θ

2
2σ24)]dt+

σ2WdB2+θ1EdB3+θ2IdB4

W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)
.

对上式两边从0到t积分得:

lnQ(t)-lnQ(0)⩽ (-m1-
1
3θ22
(1
2σ

2
2 ∧

1
2θ

2
1σ23 ∧

1
2θ

2
2σ24))t+∫

t

0

σ2WdB2+θ1EdB3+θ2IdB4

W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)
.

所以lim
t→∞

W(t)=0,lim
t→∞

E(t)=0,lim
t→∞

I(t)=0.同理,当R0 >1时,取μω1-β1Λ
μρ

<θ1 <
β2Λω3+β3Λσ

μω2ω3

,

ω2[μω1-β1Λ]-β2Λρ
μρσ

<θ2<
β3Λ
μω3

.所以存在正数m2 使得β1
Λ
μ

-ω1+θ1ρ>m2,β2
Λ
μ

-θ1ω2+θ2σ>

m2θ1,β3
Λ
μ

- θ2ω3 > m2θ2 同 时 成 立.则 可 取 m2 = min{ω1(R0 - 1), μω1ω2(R0-1)

μω1-β1Λ
,

μω1ω2ω3(R0-1)
ω2[μω1-β1Λ]-β2Λρ

}.因此有

dlnQ(t)⩽ [M -
1
3θ22
(1
2σ

2
2 ∧

1
2θ

2
1σ23 ∧

1
2θ

2
2σ24)]dt+

σ2WdB2+θ1EdB3+θ2IdB4

W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)
,M ⩾m2.

对上式两边分别从0到t积分得:

lnQ(t)-lnQ(0)⩽ (M -
1
3θ22
(1
2σ

2
2 ∧

1
2θ

2
1σ23 ∧

1
2θ

2
2σ24))t+∫

t

0

σ2WdB2+θ1EdB3+θ2IdB4

W(t)+θ1E(t)+θ2I(t)
.

所以lim
t→∞

W(t)=0,lim
t→∞

E(t)=0,lim
t→∞

I(t)=0.
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  注 定理7表明,当R0 >1时,确定性模型(1)的艾滋病还在流行,但随机模型(2)的艾滋病已经灭绝,
说明强噪声可以使疾病灭绝.

7 数值模拟

利用 MATLAB模拟确定性模型与随机模型(2)的解曲线,比较二者解的渐近行为之间的差异.取初值

(S(0),W(0),E(0),I(0),A(0))=(1.4,0.9,0.5,0.5,0.5).
(1)分别取参数Λ=1,μ=0.5,β1=0.05,β2=0.1,β3=0.2,σ=0.3,α=0.1,γ=0.2,ρ=0.3,σ1=0.01,

σ2=0.1,σ3=0.1,σ4=0.1,σ5=0.1,此时R0<1,且满足定理4的条件,模拟结果如图1(a-d)所示.其他参数

不变,取σ1=0.1,σ2=0.5,σ3=5.0,σ4=0.5,σ5=0.5,满足定理4的条件,模拟结果如图1(e-h)所示.从图1可

看到,随机模型(2)与确定性模型(1)均收敛于P0,且震荡幅度与σi(i=1,2,…,5)相关.

(2)分别取参数Λ=0.4,μ=0.1,β1=0.1,β2=0.3,β3=0.4,σ=0.1,α=0.05,γ=0.2,ρ=0.25,σ1=0.005,

σ2=0.004,σ3=0.005,σ4=0.004,σ5=0.003,此时R0>1,模拟结果如图2(a-d)所示.其他参数不变,取σ1=
0.05,σ2=0.04,σ3=0.05,σ4=0.04,σ5=0.03,模拟结果如图2(e-h)所示.从图2可观察到随机模型(2)与确定

性模型(1)均收敛于P*,且随机模型(2)的解围绕P*做随机震荡.震荡幅度与σi(i=1,2,…,5)成正比.
(3)分别取参数Λ=1,μ=0.1,β1=0.01,β2=0.02,β3=0.05,σ=0.3,α=0.1,γ=0.2,ρ=0.4,σ1=0.005,

σ2=1.5,σ3=1.3,σ4=1.5,σ5=0.8,此时R0>1.取M=m2,θ1=1.2,θ2=1.0,满足定理7的条件,得到图3.
从图3中可以看出,此时虽确定性模型的解仍在地方病平衡点处稳定,但随机模型(2)中的艾滋病已经灭绝,
由此可知,当随机干扰强度足够大时,可以导致W(t),E(t),I(t)灭绝.

8 结 论

本文首先研究了具有随机效应的SWEIA艾滋病毒传播模型,得到了确定性模型(1)平衡点的全局渐近

稳定性与随机模型(2)正解的全局存在唯一性与有界性.其次,讨论了当R0<1时,随机模型(2)的解在相应

确定性模型的无病平衡点附近扰动,且扰动程度与σi(i=1,2,…,5)相关;当R0>1时,随机模型(2)的解在

相应确定性模型的地方病平衡点附近扰动,且扰动程度与σi(i=1,2,…,5)成正比.之后,分析了艾滋病传

播的灭绝趋势,进而可以控制随机模型(2)中相应参数的大小,达到控制艾滋病传播的效果.最后,通过数值
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模拟验证了理论结果.
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DynamicanalysisofanSWEIAHIVinfectionmodelwithstochasticeffects

MaYiting,ZhangTailei,DengJinchao

(SchoolofScience,Chang'anUniversity,Xi'an710064,China)

Abstract:AnSWEIAHIVepidemicmodelwithstochasticeffectsisstudied.Firstly,theglobalasymptoticstabilityof
theequilibriumofthedeterministicmodelisprovedbyconstructingLyapunovfunction,andtheglobalexistence,uniqueness,

andboundednessofthepositivesolutionofthestochasticmodelareprovedbyusingstoppingtimetheory.Secondly,theoscil-
lationbehaviorofthesolutionofthestochasticmodelaroundthedisease-freeequilibriumandendemicequilibriumofthecorre-
spondingdeterministicmodelisanalyzed,andthesufficientconditionsforthemeanpersistenceandextinctionofthesolutionof
thestochasticmodelareobtained.Finally,thenumericalsimulationfurthershowsthedynamicbehaviorofthemodel.

Keywords:stochasticmodel;Itôformula;oscillatingbehavior;persistence;extinction
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