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  摘要:本文提出了一种基于粒球邻域粗糙集(granular-ballneighborhoodroughSet,GBNRS)的三支属性约简

算法.首先,构建一种基于粒球样本分布的纯度度量准则,通过同时考虑粒球内部样本分布和粒球间的分布,对传统

度量进行改进,以更准确地评估属性集合对决策分类的贡献.在此基础上,引入三支决策机制,将属性划分为核心、

候选与冗余3类,实现分层筛选与渐进式约简,从而降低误判风险并提升约简质量.最后,通过在12个 UCI公共数

据集上与多种方法进行对比实验,结果表明所提算法能够在减少约简长度的同时保持较好的分类性能.
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粗糙集理论作为一种无需外部信息的推理工具,自Pawlak[1]提出以来,已成为数据分析领域的重要理

论框架.在属性约简[2-4]中,粗糙集理论通过去除冗余和不相关属性来保留数据的分类能力.传统的属性约简

方法主要依赖于等价关系来划分样本,但这种方法仅适用于离散数据,无法有效处理实值属性.为此,Hu
等[5]提出了NRS,并设计了基于此模型的前向贪心约简算法,取得了显著的成果.然而,NRS及其扩展模型

如 WNRS[6]等仍依赖邻域半径的设定,半径选择不当可能影响邻域划分质量和约简效果.为缓解这一问题,
粒球计算[7-8](granular-ballcomputing,GBC)被引入NRS模型.GBC以粒球作为基本信息粒,能够根据数

据分布自适应划分信息空间,提高算法速度[9],并已应用于聚类[10-11]、分类[12]和特征选择[13-14]等领域.基于

GBC,Xia等[15]提出了GBNRS模型,克服NRS中邻域半径选择问题的同时提高了算法运行效率.
随后,相关研究围绕GBNRS展开了多方面扩展.Ji等[16]通过引入模糊粒球的概念,研究了基于模糊粒

球的扩展粗糙集模型,增加了GBNRS在进行属性约简时的灵活性.Li等[17]针对动态信息系统结合属性分

组策略,设计了基于GBNRS的增量属性约简算法.Zhang等[18]提出了一种快速可变粒球生成模型,该模型

在处理高维数据时表现出显著的效率优势.同时,Xia等[19]将GBNRS中的邻域拓展,衍生出了粒球粗糙集

(Granular-ballroughset,GBRS),其不仅可以表示Pawlak粗糙集,还能表示邻域粗糙集,从而实现了两者的统

一表示.Zhang等[20]将GBNRS与 Wu-Leung模型相结合,设计了一种多尺度粒球邻域决策表用于特征选择.
在GBNRS属性约简的过程中,纯度常用于衡量粒球内部标签一致性,并据此评价属性集合的分类质

量.然而,纯度度量仅关注标签数量比例,难以刻画粒球内部不同类别样本的空间分布,也无法反映粒球整体

在特征空间中的分布结构.因此,当不同属性集合生成的粒球具有相同纯度时,传统纯度度量可能无法进一步
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区分其真实分类能力,进而造成重要属性误删或冗余属性保留.因此,仅依赖纯度进行属性约简仍存在一定

局限.
针对上述问题,本文在传统纯度度量基础上区分一致粒球和不一致粒球,并分别引入粒球间与粒球内样

本分布特征,以更全面地评估属性集合的分类能力.同时,引入三支决策理论[21],将属性划分为重要、候选和

无关3类[22-24],通过多层次细化的属性筛选机制降低属性误判风险,从而提高约简质量.

1 预备知识

1.1 粒球计算

定义1[12] 令四元组DS=<U,AT∪D,V,f>表示一个决策系统,其中U={x1,x2,…,xn}是一组对

象的集合,称为论域;AT={a1,a2,…,an}表示条件属性的集合,D 是决策属性;V 是一组属性值的集合,f:

U×AT →V 表示映射函数.形式上,邻域决策系统可以简单地表示为一个二元组NS=<U,AT ∪D>,其中

D={d},d∉AT,AT ∩D=∅.

定义2[15] 令U 是实空间的非空有限论域,粒球GB 的中心c 和半径r 计算如下:c=
1
N ∑

N

i=1
xi,r=

1
N ∑

N

i=1
‖xi -c‖.其中,xi 表示粒球GB 中的对象,c为粒球GB 中所有对象的重心,r是粒球GB 中所有对象

到c的平均距离,||xi –c||表示xi 到c的距离.
定义3[19] 令U 是实空间的非空有限论域,GB ={GB1,GB2,…,GBk}是生成的粒球空间,GB1 ∪

GB2 ∪… ∪GBk =U.粒球空间中的第j个粒球GBj 可以表示为:GBj ={x|x ∈U,Δ(x,cj
),rj

}.其中,

Δ(x,cj
)表示U 中的对象x 与中心cj 的距离度量,cj 和rj 分别为GBj 的中心和半径.根据上式,ri 越大,粒

球GBj 越粗;反之,粒球GBj 越细.
定义4[19] 在邻域决策系统NS=<U,AT∪D>中,第j个粒球GBj 的标签为该粒球中占比最大的对

象所对应的决策值,记为d(GBj).进一步,粒球的纯度为与粒球标签一致的对象占粒球中所有对象的比例,

如下:Py(GBj)=
|{xi ∈GBj∶d(xi)=d(GBj

)}|
|GBj|

.其中,|GBj|为粒球GBj 中对象的个数,d(xi)=

d(GBj)表示对象xi 的标签与粒球标签一致.为了方便表示,使用ρj 代表第j个粒球的纯度.
1.2 粒球邻域粗糙集

定义5[19] 在邻域决策系统NS=<U,AT ∪D>中,对任意的B⊆AT 和X ⊆U,X 相对于R 的粒球

上、下近似如下:GBRBX ={xi∈U,xi∈GBj
(B)|GBj

(B)∩X ≠ϕ},GBRB ={xi∈U,xi∈GBj
(B)|

GBj
(B)⊆X}.其中,GBj(B)表示在属性子集B 下在NS 上生成的第j个粒球.
定义6[19] 在邻域决策系统NS= <U,AT∪D>中,决策D 将论域U划分为L个等价类,表示为U/D=

{X1,X2…,XL},对任意的B ⊆AT,决策属性D 相对于B 的粒球下、上近似分别如下:

GBRBD=∪
L

i=1
GBRBXi,GBRBD=∪

L

i=1
GBRBXi.

  定义7[25] 在邻域决策系统NS=<U,AT ∪D>中,对任意的B⊆AT,a∈B,若B 同时满足以下两

个条件:(1)CRTB(D)=CRTAT(D),(2)∀a∈B,CRTB-{a}
(D)≠CRTAT(D).则B 被称为AT 的一个约

简.其中,CRT 是用于属性约简的标准度量.标准度量可以是任何能反映属性相关性或重要性的测度,如常

用的正域、可辨矩阵、互信息等.在GBNRS中,Xia等[15]采用粒球中独有的纯度作为标准度量,从保持粒球

纯度的角度给出了属性约简的概念.
定义8[15] 在邻域决策系统NS=<U,AT ∪D>中,U 是实空间的非空有限论域,对任意的B ⊆AT,

当B 同时满足下列条件时称B 为AT 的一个约简:(1)PU
y,B =PU

y,AT,(2)P
U
y,B ≠PU

y,B-{a}
,∀a∈B.其中,Py

表示根据B 计算出的所有粒球的平均纯度.
1.3 三支决策

为了提高决策规则对噪声的容忍度和可解释性,Yao[21]融合粗糙集和贝叶斯最小风险决策理论,提出了
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三支决策理论,即将论域划分为3个互不相交的区域,即正域POS,负域NEG 和边界域BND,并分别对其采

取相应的策略.相应地,对于给定的阈值参数(α,β),三支决策的决策规则如下:(P)若P(X|[x])⩾α,则x∈
POS(X);(B)若β<P(X|[x])<α,则x ∈BND(X);(N)若P(X|[x])⩽β,则x ∈NEG(X).

2 基于粒球样本分布的三支属性约简

2.1 基于粒球样本分布的度量准则

GBNRS中的粒球通常基于K-means聚类,生成纯度为1(内部样本一致)和纯度小于1(内部样本不一

致)的粒球.不失一般性地,决策类的中心区域由属于同一决策类的样本构成(纯度为1的粒球),而边界区域

则混杂了不同决策类的样本(纯度小于1的粒球).下面将分别讨论这两类粒球,以更全面地评估属性集合的

分类能力.
如图1所示,不同属性集合下生成的两个不一致粒球

虽然具有相同的样本类别、数量和纯度,但其内部样本分布

不同.相比图1(a),图1(b)中异类样本分布更集中、类别边

界更清晰,说明其分类判别能力更强.传统纯度无法刻画这

一差异,虽然细化粒球可减少这种影响,但过度细分不仅耗

时而且会导致分类能力差异大的属性集合纯度趋同,干扰

属性约简结果.因此,本文针对边界区域粒球引入异类样本

分布离散程度,定义如下:

BPy =
1
m ∑

m

i=1

(ρi/Di).

其中,Di 为所有与粒球标签不同的样本之间的平均距离,用于衡量粒球内部与标签不同的样本的分布离散

程度.特别的,当与粒球标签不同的样本的个数为1时,Di 为1.易知,在相同纯度下,与粒球标签不同的样本

分布越集中,该粒球内部不同标签样本越易区分,BPy 越大,该粒球的分类能力越强;反之,与粒球标签不同

的样本分布越分散,该粒球内部不同标签样本越难区分,BPy 越小,该粒球的分类能力越弱.
在评估属性集合分类能力时,除边界区域的不一致粒球外,类中心区域中同标签一致粒球之间的空间紧

密程度也会影响分类效果,具体如附录图S1所示.一般而言,在相同纯度条件下,同类一致粒球分布越紧密,
说明该属性集合对类内结构的刻画能力越强;反之,若同类一致粒球分布较分散,则可能削弱属性集合的分

类表达能力.

由此,基于类中心区域粒球间样本分布的纯度计算方法如下:CPy =
1
n∑

n

j=1

(1/Sj).其中,Sj 为第j个标

签下所有纯度为1的粒球中心之间的平均距离,用于刻画该类别中一致粒球的空间分布的离散程度.特别

的,当标签下只有一个粒球时,Sj 为1.

综上,基于粒球样本分布的纯度公式如下:DPy =
1
n ∑

n

j=1

(1/Sj)+
1
m ∑

m

i=1

(ρi/Di).

  定义9 在邻域决策系统NS=<U,AT ∪D>中,对任意的B ⊆AT,a∈B,当B 同时满足下列条件

时,称B 为AT 的一个约简:(1)DPy
U
B =DPy

U
AT,(2)DPy

U
B ≠DPy

U
B-{a}.其中,DPy

U
B 表示属性集合B 生成的

所有粒球的平均纯度.
定义10 在邻域决策系统NS=<U,AT ∪D>中,对任意的B⊆AT,a∈B,属性a关于B 的内部属

性重要度为:Siginner(a,B,D)=DPy
U
B -DPy

U
B-{a}.

  类似的,对任意的B ⊆AT,a∈ (AT-B),属性a 关于B 的外部属性重要度如下:

Sigouter(a,B,D)=DPy
U
B∪{a}-DPy

U
B.

Siginner(a,B,D)衡量属性a 在当前属性子集内对决策信息的贡献,Siginner(a,B,D)⩽0表示a 冗余.
Sigouter(a,B,D)则反映了属性a在加入属性子集后对决策信息的贡献,Sigouter(a,B,D)>0表示a是不可

缺少的.
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2.2 基于GBNRS的三支约简算法

考虑到与决策属性的相关性,可将属性集划分为强相关、弱相关和不相关3类.而约简应该包含所有强

相关属性,排除所有不相关属性,暂时保留弱相关属性并对其进行进一步考察.本节给出了一种基于DPuri-
ty(后文简称DP)的三支约简方法.

定义11 在邻域决策系统NS=<U,AT∪D>中通过计算AT 中每个属性及属性集合AT 的DP 并根

据阈值(α,β)将 所 有 条 件 属 性 划 分 为 重 要 属 性 集 Ahd(Attributeswithhigh-DP)、候 选 属 性 集

Amd(Attributeswithmedium-DP)和无关属性集Ald(Attributeswithlow-DP):

Ahd(α,β)
(a)={a∈AT|DP(a)⩾αDP(AT)},

Amd(α,β)
(a)={a∈AT|βDP(AT)<DP(a)<αDP(AT)},

Ald(α,β)
(a)={a∈AT|DP(a)⩽βDP(AT)}.

其中,DP(a)表示在属性a下基于样本分布的纯度,DP(AT)表示在全体属性集合下基于粒球样本分布的

纯度,(α,β)是[0,1]上的阈值.
实践中,需要优先选择分类能力强的重要属性,构建稳固的子集基础,避免特定度量下早期选择的重要

属性对后续选择的干扰,并排除冗余或无关属性.通过引入三支决策,可使GBNRS有效缩小候选属性范围,
提高约简的质量.基于DP 的三支属性约简的伪代码如算法1所示.
  算法1 基于DP 的三支属性约简算法

输入 邻域决策系统 NS=<U,AT∪D>,(α,β)
输出 red
步骤1 由粒球计算生成AT 及AT 中各属性的粒球空间

步骤2 计算AT 及AT 中各属性的DP
步骤3 根据阈值(α,β)对各属性进行划分得到Ahd、

Amd 和Ald
步骤4 令red=Ahd
步骤5 WhileDP(red)⩽DP(AT)andAmd≠∅

任意a∈Amd,求得Sigouter(a,red,D)

找到属性b=argmax{Sigouter(a,red,D)}

IfDP(red∪ {b})>DP(red)then
  red =red∪ {b},Amd=Amd-

{b}

    endWhile
步骤6 Foreacha∈red

IfSiginner(a,red,D)⩽0then
  red=red-{a}

步骤7 输出red

  设样本数为|U|,条件属性数为|AT|,候选属性数为|Amd|.第1阶段需分别生成各单属性粒球空

间并计算DP,时间复杂度约为O(|AT|×|U|);第2阶段在最坏情况下需遍历候选属性并重复计算属性贡

献,复杂度约为O(|U|×|AT|2);第3阶段删除冗余属性的复杂度约为O(|U|×|AT|);因此,算法总体

时间复杂度为O(|U|×|AT|2).

3 实验分析

本节通过与其他多种方法的对比实验,验证本文所提算法的有效性.所有代码均在PyCharm中使用Py-
thon3.9实现,实验在操作系统为 Windows10、Intel(R)Core(TM)i5-10300HCPU @2.50GHz处理器、

16GB内存的计算机上进行.
3.1 实验数据及设置

实验使用了12个UCI数据集,具体如表1所示,以KNN(K=5)作为基分类器进行10折交叉验证,并
使用 Min-Max对数据进行归一化处理.
3.2 算法性能

为了检验所提属性约简算法的性能,将本文算法 DGBNRS与 NRS[5]、GBNRS[15]、MGBNRS[15]和

GBRS[19]等算法进行了对比分析.同时,DGBNRS采用与 MGBNRS相同的粒球生成方式,该粒球生成方式

能够充分利用标签信息,更好地拟合数据分布.此外,为提升算法在不同数据集上的适应性,本文所采用的阈

值参数(α,β)并非固定设定,而是依据数据集特征动态调整.
表2给出了各算法约简后的属性数量.由表2可知,DGBNRS在多数数据集上取得了较短的约简长度,
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表现出较好的属性筛选能力.相比之下,GBNRS和 MGBNRS由于采用后向删除策略,属性删除较为保守,
约简长度整体偏长;而GBRS和本文算法采用前向增加策略,更侧重于筛选对分类有贡献的属性,因此能够

在保持分类能力的同时获得更精简的属性子集.
表1 数据集信息

Tab.1 Theinformationofdatasets

编号 数据集 样本 属性 分类

1 credit 690 15 2

2 sonar 208 60 2

3 german 1000 19 2

4 horse 368 23 2

5 heart2 303 13 5

6 hepatitis 155 19 2

编号 数据集 样本 属性 分类

7 iono 351 34 2

8 wdbc 569 30 2

9 wine 178 13 3

10 htru2 17898 8 2

11 abalone 4177 8 29

12 letter 20000 16 26

表2 约简长度

Tab.2 Thereductionlength

No. OriginalNRS[5] GBNRS[15] MGBNRS[15] GBRS[19] DGBNRS

1 15 11 15 13 5 6

2 60 24 57 47 13 11

3 19 11 16 14 13 5

4 23 15 20 20 4 4

5 13 9 11 11 7 4

6 19 13 13 17 6 8

No. OriginalNRS[5] GBNRS[15] MGBNRS[15] GBRS[19] DGBNRS

7 34 14 8 8 4 3

8 30 24 29 28 3 21

9 13 10 10 11 6 9

10 8 8 5 5 4 4

11 8 6 7 7 7 5

12 16 16 15 15 11 14

  表3给出了各算法在12个数据集上的分类准确率.由表3可知,DGBNRS在多数数据集上取得最优结

果,表明所提方法在约简属性的同时能够保持较好的分类性能.对于sonar、horse和letter数据集,DGBNRS
虽未达到最优,但与最优方法的差距较小,仍表现出较强的竞争力.综合来看,本文所提出的算法在实现属性

约简数目有效降低的同时,分类准确率也获得了提升.
表3 分类准确率

Tab.3 Theclassificationaccuracy

No. Original NRS[5] GBNRS[15] MGBNRS[15] GBRS[19] DGBNRS

1 0.871±0.042 0.865±0.042 0.867±0.028 0.873±0.033 0.872±0.037 0.887±0.035

2 0.816±0.065 0.841±0.046 0.841±0.072 0.841±0.069 0.893±0.039 0.879±0.043

3 0.709±0.036 0.737±0.048 0.734±0.023 0.731±0.037 0.747±0.043 0.755±0.040

4 0.771±0.081 0.796±0.082 0.825±0.051 0.834±0.042 0.858±0.042 0.840±0.044

5 0.551±0.069 0.598±0.049 0.591±0.058 0.613±0.050 0.606±0.058 0.624±0.053

6 0.800±0.112 0.846±0.063 0.851±0.077 0.876±0.090 0.882±0.068 0.890±0.077

7 0.848±0.069 0.871±0.044 0.883±0.030 0.883±0.030 0.903±0.041 0.909±0.043

8 0.967±0.025 0.972±0.023 0.972±0.019 0.974±0.020 0.972±0.022 0.977±0.016

9 0.943±0.060 0.955±0.036 0.966±0.029 0.978±0.126 0.972±0.040 0.989±0.024

10 0.977±0.004 0.914±0.046 0.978±0.004 0.978±0.004 0.978±0.004 0.979±0.004

11 0.525±0.050 0.529±0.034 0.527±0.057 0.527±0.057 0.529±0.041 0.532±0.029

12 0.979±0.004 0.979±0.004 0.979±0.004 0.979±0.004 0.983±0.004 0.979±0.004

3.3 参数分析

阈值参数(α,β)的选择对结果性能有一定的影响.以german数据集为例,在固定β=0.35的条件下,随
着α从0.60增加到0.85,约简长度和分类准确率呈现一定波动.当α=0.75时,算法取得较好的精度与约简
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长度平衡,说明阈值参数会影响初始属性划分,并进一步影响后续属性选择结果.附录图S2给出了本文算法

在所选数据集上分类准确率随(α,β)变化的变化情况.其中,α 的取值范围为0.60~0.90,β 的取值范围为

0.20~0.40,步长均为0.05.由于α与β分别决定了约简的初始属性集合和去除的不相关属性集合,当改变其

值时,分类准确率也会随之变化.
3.4 消融实验

为了验证所提出模型中各模块的有效性和贡献,我们设计了模块增量消融实验,如附录表S1所示.具体

设置如下:消融实验1(在原始模型上仅增加DP 模块).消融实验2(在原始模型上仅增加三支约简模块).并
将上述两个实验在12个数据集上与原始模型 MGBNRS和完整模型DGBNRS作对比,实验结果如表S1
所示.

由表S1可知,虽然在个别数据集上消融实验1和消融实验2相比 MGBNRS表现略微起伏,但在多数

数据集中,消融实验1和消融实验2相比MGBNRS表现有所提升.同时也发现,尽管模块单独引入时在部分

数据集上略有提升,但整体效果不如完整模型,表明两个模块之间存在协同增强效应.
3.5 统计显著性分析

为验证所提算法在统计学意义上与其他选择的算法的性能差异,将本文算法DGBNRS和5种对比算法

在所选数据集上进行了Friedman检验和Nemenyi检验,经检验,所选用的几种算法具有一定的显著性差

异,其结果如附录图S3所示.
从附录图S3中可以观察到,本文所提算法与RAW(Original)、NRS、GBNRS的平均秩差大于CD=2.50,

这意味着所提算法的性能明显优于对比算法.与 MGBNRS和GBRS相比虽未达到显著差异,但平均性能始

终优于 MGBNRS和GBRS.

4 结论

本研究针对GBNRS属性约简时粒球纯度对属性集合分类能力判别的不足,通过结合粒球内的样本分

布和粒球间的样本分布对粒球纯度进行改进,提出了一种新的度量准则.此外,在进行属性约简过程中引入

三支决策,对属性三分而治,设计了基于所提度量的三支约简算法.该算法在约简过程中同时使用添加-删

除策略,旨在以较少的属性长度获得质量更高的约简.在12个UCI数据上的实验结果表明,本文提出的算

法能够以较少的属性个数获得质量更高的约简.本文所提算法在展现粒球样本的几何分布时会受到离群样

本的干扰,造成一定误差,可能会对属性集合分类能力的判断产生影响.在以后的工作中,将使用更具鲁棒性

的度量,如密度、概率等以减小离群样本误差的影响.

  附录见电子版(DOI:10.16366/j.cnki.1000-2367.2025.06.26.0004).
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Three-wayattributereductionbasedongranular-ballneighborhoodroughset
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(a.SchoolofComputerandInformationEngineering(SchoolofArtificialIntelligence);b.HenanProvincialKeyLaboratoryofEducation
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  Abstract:Thispaperproposesathree-wayattributereductionalgorithmbasedonGBNRS.First,apuritymeasure
basedongranular-ballsampledistributionisconstructed.Bysimultaneouslyconsideringthesampledistributionwithingranular
ballsandthedistributionamonggranularballs,thetraditionalmeasureisimprovedtoevaluatethecontributionofattribute
subsetstodecisionclassificationmoreaccurately.Onthisbasis,athree-waydecisionmechanismisintroducedtodivideattrib-
utesintocore,candidate,andredundantattributes,enablinghierarchicalscreeningandprogressivereduction,therebyreducing
theriskofmisjudgmentandimprovingreductionquality.Finally,comparativeexperimentswithmultiplemethodsareconduc-
tedon12UCIpublicdatasets.Theresultsshowthattheproposedalgorithmcanreducethereductlengthwhilemaintaining
goodclassificationperformance.

Keywords:granular-ballcomputing;granular-ballneighborhoodroughset;attributereduction;three-waydecision
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  附 录



表S1 不同模块下的分类准确率

Tab.S1 Theclassificationaccuracyunderdifferentmodules

No. MGBNRS +DP模块 +三支约简模块 DGBNRS

1 0.873 0.877(↑) 0.875(↑) 0.887(↑)

2 0.841 0.846(↑) 0.850(↑) 0.879(↑)

3 0.731 0.729 0.742(↑) 0.755(↑)

4 0.834 0.815 0.823 0.840(↑)

5 0.613 0.600 0.621(↑) 0.624(↑)

6 0.876 0.851 0.851 0.890(↑)

No. MGBNRS +DP模块 +三支约简模块 DGBNRS

7 0.883 0.863 0.877 0.909(↑)

8 0.974 0.975(↑) 0.973 0.977(↑)

9 0.978 0.977 0.972 0.989(↑)

10 0.978 0.979(↑) 0.979(↑) 0.979(↑)

11 0.527 0.531(↑) 0.532(↑) 0.532(↑)

12 0.979 0.979 0.979 0.979


