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具有饱和感染率的脉冲控制SIR 模型的全局动力学分析

谢栋梁,焦彩霞,黄嵩,李永凤

(郑州轻工业大学 数学与信息科学学院,郑州450002)

摘 要:研究了一类具有饱和感染率的状态依赖脉冲控制的SIR 模型,给出了基础模型平衡点的具体表达式

及其稳定性的条件,讨论了具有脉冲控制的模型的无病周期解的存在性和全局稳定性,分析了Poincaré映射的性

质,然后讨论了无病周期解处的分岔现象.最终通过数值模拟,验证了结论的正确性.
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进入21世纪以来,全球范围内多次暴发传染病,一系列突发公共卫生事件引起了国际社会的关注,并对

人口健康、经济和社会发展产生了深远影响.随着社会经济的增长和生态环境的变化,新发和再发传染病不

断涌现,持续威胁全球公共卫生.例如,COVID-19疫情、埃博拉病毒、西尼罗河病毒、寨卡病毒等传染病对人

类健康构成了严重挑战[1-2].因此,建立合适的传染病数学模型,研究其动态特性和传播规律,并据此制定有

效的防控策略,已成为至关重要的任务[3].
疫苗接种是预防和控制各种传染病的重要方法,已经取得了显著成效,例如成功消灭了天花[4]和大幅减

少了麻疹的发病率[5].传统的疫苗接种通常以连续的方式进行,许多研究认为这是控制疾病传播的有效策

略[6].然而,常规连续接种在应对疾病迅速传播的情况下可能不足以迅速遏制疫情.为此,脉冲疫苗接种策略

逐渐引起人们的关注.这种策略通过定期或不定期的脉冲接种,能够在短时间内迅速提高免疫覆盖率,特别

适用于应对高传染性、快速传播的疾病.
脉冲疫苗接种的理论研究最早由 AGUR等[7]提出.此后,众多研究者研究了一系列脉冲疫苗接种模

型[8].先前的研究很多都将疫苗接种假设在固定的离散时间进行[9],这符合实际中非连续定期实施干预措施

的做法.然而,这种固定时刻的脉冲方式没有考虑到传染病的流行对干预措施的影响,可能导致医疗资源的

浪费.因此,基于感染者或易感者数量来决定干预措施的实施时间可能更符合实际.
在传染病模型中,感染率是一个关键参数,常见的形式包括双线性感染率βSI

[10]、标准感染率[11]

β
SI
N
(其中N 为总人口数)和饱和感染率[12] βSI

1+αS
等.当易感者人数较多时,与感染者接触的易感者不会无

限增大,感染率不会无限增长,而是趋于一个定值,也就是说,易感者与患病者之间的有效接触会趋于饱和状

态,此时采用饱和感染率 βSI
1+αS

这种形式,更能准确地揭示真实情形.
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提出一类更能反映上述背景的具有饱和感染率 βSI
1+αS

的状态依赖反馈控制SIR模型,即考虑当易感者

规模达到某个临界值时,采取综合控制策略,如对易感者进行脉冲接种,对感染者进行脉冲治疗,更有效地控

制疾病传播,最大限度地减少感染人数.该模型中,控制措施的具体实施时间和强度取决于易感人群的阈值

水平St.文中定义了基本再生数R0 和控制再生数Rc,并分析了R0 对Rc 的影响.同时证明了无病周期解的

全局稳定性,并利用离散单参数族映射的分岔理论探讨了系统中可能出现的分岔现象.最后,通过数值模拟

验证了所得结论.

1 模型构建

考虑具有饱和感染率的SIR 传染病模型:

dS(t)
dt =Λ- βSI

1+αS-δS,

dI(t)
dt = βSI

1+αS-γI-δI,

dR(t)
dt =γI-δR.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(1)

其中Λ 为出生率,δ 为死亡率,γ 为恢复率,β为传播率,α 为半饱和常数,记q=γ+δ,K=
Λ
δ .S(t)、I(t)和

R(t)分别为t时刻的易感者、感染者和康复者,N(t)=S(t)+I(t)+R(t)为总人口,可将其看作一个常数.
考虑康复者R(t)不会二次感染,那么模型(1)变为

dS(t)
dt =Λ- βSI

1+αS-δS,

dI(t)
dt = βSI

1+αS-γI-δI.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)

  定义基本再生数R0=
Λ(β-αq)

δq
,有如下引理.

引理1 模型(2)总有无病平衡点E0=(K,0),当R0 ⩽1时,E0 为一个稳定的结点.

引理2 模型(2)在 R0 >1时,有唯一的地方病平衡点 E*(S*,I*),其中 S* =
q

β-αq
,I* =

Λ(β-αq)-δq
q(β-αq)

.

引理3 当R0 ∈ (1,R1]∪ [R2,+∞)时,E*(S*,I*)是一个稳定的结点;当R0 ∈ (R1,R2)时,

E*(S*,I*)是一个稳定的焦点.其中,

R1=1-β(2δ-4q)+4β q(q-δ)
2δ(β-αq)

,R2=1-β(2δ-4q)-4β q(q-δ
2δ(β-αq)

.

2 Poincaré映射及其性质

当易感者规模达到阈值St 时实施综合控制策略,系统(2)引入如下脉冲控制措施

dS(t)
dt =Λ- βSI

1+αS-δS,

dI(t)
dt = βSI

1+αS-γI-δI,

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

S(t)<St,

S(t+)=(1-η1)S(t),

I(t+)=(1-η2)I(t),}S(t)=St,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(3)

其中η1 ∈ [0,1]为最大疫苗接种率,η2 ∈ [0,1]为最大治疗率.
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对于系统(2)定义等倾线为:l1∶S=
q

β-αq
,l2∶I=

(Λ-δS)(1+αS)
βS

.令l3∶S=St,l4∶S=Sq,

其中Sq =(1-η1)St.
定义以下两个集合VSt ={(S,I)|S=St,I⩾0},VSq

={(S,I)|S=Sq,I⩾0}.
易知初始点P+

k =(Sq,I+
k)∈VSq

在时刻t到达点Pk+1=(St,Ik+1)∈VSt
处,且P+

k+1=(Sq,I+
k+1)∈VSq

.
可以用I+

k 来定义Ik+1,即Ik+1=P(I+
k).如果在点Pk+1 处发生脉冲,则有P+

k+1=(Sq,I+
k+1),其中I+

k+1=(1-

η2)Ik+1.因此,Poincaré映射PM 可以定义为:PM(I+
k)=P(I+

k)+B(Ik+1)=I+
k+1,其中B(Ik+1)=-η2Ik+1.

定义模型(3)的脉冲集为M ={(S,I)|S=St,0⩽I⩽Im},若R0⩽1,则Im =P(ISq
).定义连续函数

为H∶(St,I)∈M →(S+,I+)=(Sq,(1-η2)I)∈R2
+.令h(I)=(1-η2)I,定义相集N=H(M)={(S+,

I+)|S+=Sq,0⩽I+⩽h(Im)}.

令P(S(t),I(t))=Λ- βSI
1+αS-δS,Q(S(t),I(t))= βSI

1+αS-γI-δI,可得:

dI
dS=

βSI
1+αS-qI

Λ- βSI
1+αS-δS

=G(S,I),

I(Sq)=I+
0.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(4)

  针对模型(3),重点关注以下区域:Ω={(S,I)|S>0,I>0,I<
(Λ-δS)(1+αS)

βS
}.定义I+

0=Y,其

中Y ∈N 并且Y <ISq
,即(S+

0,Y)∈Ω,则I(S)=I(S;Sq,Y)=I(S,Y),I(S,Y)=Y+∫
S

Sq

G(x,I(x,

Y))dx,其中Sq⩽S⩽St.故Ω中的Poincaré映射PM 具有形式PM(I+
k)=I+

k+1=I(St,I+
k)+B(I(St,I+

k)),

PM(Y)=I(St,Y)+B(I(St,Y))=h(I(St,Y)).
定理1 系统(3)在R0⩽1时,其Poincaré映射PM 的递增和递减区间分别为[0,ISq

]和[ISq
,+∞],并

且PM 在区间[0,ISq
]上是凹的.

证明  由 式 (4)可 得 ∂G(S,I)
∂I =

(Λ-δS)(1+αS)(βS-q(1+αS))
((Λ-δS)(1+αS)-βSI)

2 以 及 ∂
2G(S,I)
∂I2

=

2βS(Λ-δS)(1+αS)(βS-q(1+αS))
((Λ-δS)(1+αS)-βSI)

3 .如果R0 ⩽1并且Sq ⩽St<K,则当I<ISq
时,有∂G(S,I)

∂I <

0和∂
2G(S,I)
∂I2

<0.由柯西-利普希茨参数定理知:∂I(S,Y)
∂Y =exp(∫

S

Sq

∂
∂IG
(x,I(x,Y))dx)>0,

∂2I(S,Y)
∂Y2 =

exp(∫
S

Sq

∂
∂IG

(x,I(x,Y))dx).∫
S

Sq

∂2

∂I2
G(x,I(x,Y))∂I

(x,Y)
∂Y dx <0.此外,由PM(Y)= (1-η2)I(St,Y)=

h(I(St,Y))有
∂PM(Y)
∂Y =(1-η2)exp(∫

St

Sq

∂
∂IG

(x,I(x,Y))dx)=h'(I(St,Y))exp(∫
St

Sq

∂
∂IG

(x,I(x,

Y))dx),且
∂2PMY
∂Y2 =h'(I(St,Y))exp(∫

S

Sq

∂
∂IG

(x,I(x,Y))dx)∫
S

Sq

∂2

∂I2
G(x,I(x,Y))∂I

(x,Y)
∂Y dx.显然

h'(I(St,Y))>0.若Y∈(0,I(Sq)],则
∂PM(Y)
∂Y >0且

∂2PM(Y)

∂Y2 <0,即PM(Y)连续可微在(0,ISq
]上凹.

另外,也可得PM(Y)在区间(0,ISq
]和(ISq

,+∞)上单增和单减.
令I(t)=0得系统(3)的无病子系统

dS(t)
dt =Λ-δS,S(t)<St,

S(t+)=(1-η1)S(t),S(t)=St.

ì

î

í

ïï

ïï

(5)
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  记初始值S0=S(0+)=Sq,可得周期解ST(t)=K +(Sq -K)exp(-δt).当S(t)在T 时刻与直线l3

相交时,有St=K+(Sq-K)exp(-δT).因此,T=-
1
δln

(
K -St

K -Sq

),记模型(3)的周期解为(ST(t),0),则

有以下结论.
定理2 当R0 ⩽1时,模型(3)的无病周期解(ST(t),0)是全局渐近稳定的.

证明 令ϕ(S,I)=S-St,α(S,I)=-η1S,β(S,I)=-η2I.则∂β∂I
∂ϕ
∂S-

∂β
∂S
∂ϕ
∂I+

∂ϕ
∂S=1-η2,

∂α
∂S
∂ϕ
∂I-

∂α
∂I
∂ϕ
∂S+

∂ϕ
∂I=0,且Δ1=

(1-η2)P+

P =
(1-η2)(K-Sq)

K-St
.因此∫

T

0
(∂P
∂S+

∂Q
∂I
)dt=∫

T

0
(βS

T(t)
1+αST(t)

-δ-q)dt=

J1+J2+J3,其中,J1=- β
Λα+δ

(1
δln

1+αSt

1+αSq
+Kln

K -St

K -Sq

),J2=ln
K -St

K -Sq

,J3=
q
δln

K -St

K -Sq
.进一步

有|μ2|=(1-η2)
K -Sq

K -St
exp(J1+J2+J3)=(1-η2)exp(J1+J3).

下证|μ2|<1,即J1+J3 <0.显然若R0 ⩽1,则J3 <0.而J1 的符号不易判定,由于J1+J3=

-
1

Λα+δ
[β
αln

1+αSt

1+αSq
+q(R0-1)ln

K -St

K -Sq

],则当R0 ⩽1时,有|μ2|<1,即系统(3)的无病周期解

(ST(t),0)是轨道渐近稳定的.

对于k⩾0,假设I+
k ∈[0,Sq]且脉冲点序列I+

k 在直线l4 上.当R0⩽1且S⩽St<K 时,有dI
dt<0.

那么,则脉冲点序列I+
k 是严格递减的,存在lim

k→+∞
I+

k =I0.此外,对于S⩽St,有
dI
dt<0

成立,那么一定有I0=

0.因此,系统(3)的无病周期解(ST(t),0)是全局吸引的.
根据定理2的证明可知当R0<1时有μ2<1.因此,如果系统(2)不存在地方病平衡点,则系统(3)的无

病周期解(ST(t),0)是全局稳定的.那么,可以用乘子μ2 表示控制再生数,记为Rc=(1-η2)exp(J1+J3).
基本再生数R0 是在没有任何干预措施的情况下,传染病在完全易感人群中的传播能力.它反映了疾病

在不受干预的条件下传播的潜在强度.而控制再生数Rc 是在考虑了干预措施的前提下,衡量疾病传播能力

的指标.当R0 ⩽1时,控制基本再生数Rc 恒小于1,并且随着阈值St 增加而逐渐下降,最终降至低于R0 的

水平.这意味着,在阈值St 处实施综合控制策略将获得最佳控制结果.当R0>1时,控制再生数Rc 会呈现出

复杂的趋势.随着St 的增大,Rc 可能会超过1,从而系统出现分叉.此时若想控制效果达到最佳,可以将控制

阈值取为Rc 变化的最低点对应的St 的值.

3 系统(3)的分岔现象

首先,将Rc 视作为η1的函数,考虑PM(Y,η1)关于η1的分岔.易知Rc(η1)=(1-η2)exp(J13(η1)),其

中J13(η1)=J1+J3=-
1

Λα+δ
[β
αln

1+αSt

1+αSq
+q(R0-1)ln

K -St

K -Sq

],且Sq=(1-η1)St.将Rc(η1)对η1

求导得
dRc(η1)
dη1

=-St(1-η2)exp(J13(η1))( β
(Λα+δ)(1+αSq

)+
q(Λα+δ)-Λβ

δ(Λα+δ)(K -Sq
)).易知,方程

dRc(η1)
dη1

=0有一个唯一解Sq =S*.因此,一定存在􀭵η1=1-
S*

St

,且
dRc(􀭵η1)
dη1

=0.当η1 ∈ (0,􀭵η1)时,有

S* <Sq,则
dRc(η1)
dη1

>0;当η1∈(􀭵η1,1),有S* >Sq,则
dRc(η1)
dη1

<0.因此,若Rc(􀭵η1)>1,则存在η*
1 ∈

(0,􀭵η1)=1使得Rc(η*
1 )=1;若Rc(1)<1,则存在η**

1 ∈ (􀭵η1,1)使得Rc(η**
1 )=1.

定理3 若S* <St <K,Rc(1)<1且Rc(􀭵η1)>1,那么在η1=η*
1 和η1=η**

1 处PM(Y,η1)发生
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跨临界分岔现象,这表明当η1 减小并低于η*
1 或增加并超过η**

1 时,PM(Y,η1)出现不稳定的正不动点.即
存在ε>0足够小,使得当η1 ∈ (η*

1 -ε,η*
1 )∪ (η**

1 ,η**
1 +ε)时,模型(3)出现不稳定的正周期解.

证明 由于I(S;Sq,Y)=I(S,Y),那么PM(Y,η1)=I(St,Y).显然PM(0,η1)=I(Sh,0)=0,满足了

引理A.2[13] 的第1个条件.由定理1的证明可知
∂PM(0,η1)

∂Y =(1-η2)exp(J13(η1))=Rc(η1),则

∂PM(0,η
*
1 )

∂Y =Rc(η*
1 )=1,满足了引理A.2[13]的第2个条件.此外

∂PM(0,η1)
∂Y∂η1

=
dRc(η1)
dη1

表明
∂2PM(0,η

*
1)

∂Y∂η1
=

dRc(η
*
1 )

dη1
>0,满足了引理A.2[13]的第3个条件.

下面验证引理 A.2[13]的第4个条件,易知
∂2PM(0,η1)

∂Y2 =(1-η2)exp(J13)∫
St

Sq

∂2

∂I2
G(x,I(x,0))·

∂I(x,0)
∂Y dx.令f1(x)=∫

x

Sq

(β-αq)x-q
(Λ-δx)(1+αx)dx

,z1(x)=(1-η2)exp(f1(x)).显然z1(St)=Rc(η1)且

z1(Sq)=1-η2.又f'1(x)=
(β-αq)x-q
(Λ-δx)(1+αx).

令f2(x)=
∂2

∂I2
G(x,I(x,0))=

2βx((β-αq)x-q)
((Λ-δx)(1+αx))2

,

z2(x)=
f2(x)

f'
1(x)

=
2βx

(Λ-δx)(1+αx).
若η1=η*

1 ,则
∂2PM(0,η

*
1 )

∂Y2 =
1

1-η2∫
St

Sq

z2(x)d(z1(x)).由f1(x)的

单调性,可得对于x ∈ [Sq,S*],函数z1(x)单调递减,对于x∈[S*,St]则反之.因此z1(St)=Rc(η*
1)=

1且Z1(Sq)=1-η2,即对于任意的x ∈ [Sq,St]有z1(S*)<z1(x)⩽1.此外,由于z'2(x)=
2β(Λ+δαx2)

((Λ-δx)(1+αx))2
>0,则z2(x)在[Sq,St]上单调递增.进一步有∫

St

Sq

z2(x)d(z1(x))>z2(St)-

z2(Sq)-∫
St

Sq

z1(x)d(z2(x)).由于z2(St)-z2(Sq)-∫
St

Sq

z1(x)d(z2(x))=∫
St

Sq

(1-z1(x))z'2(x)dx,则

∂2PM(0,η
*
1 )

∂Y2 >0.类似可以得出
∂2PM(0,η

**
1 )

∂Y2 >0,证毕.

接下来,将Rc 视作为St 的函数,考虑PM(Y,η1)关于St 的分岔.易知Rc(St)=(1-η2)exp(J13(St)),

其中J13(St)=-
1

Λα+δ
[β
αln

1+αSt

1+αSq
+q(R0-1)ln

K -St

K -Sq

].计算可得
dJ13(St)
dSt

=
(β-αq)St-q

(1+αSt)(Λ-δSt)
-

(1-η1)
(β-αq)Sq -q
(1+αSq

)(Λ-δSq

,
dRc(St)
dSt

=(1-η2)exp(J13(St))
dJ13(St)
dSt

.令ν(s)=
(β-αq)s-q
(1+αs)(Λ-δs)

,则

dJ13(St)
dSt

=ν(St)-(1-η1)ν(Sq).若Sq⩽S*,则ν(Sq)⩽0,又
dJ13(St)
dSt

>0.若Sq>S*,则ν(Sq)>0,

又有ν'(s)=
(β-αq)[αδs2-2αδS*s+(αΛ-δ)S* +Λ]

[(1+αs)(Λ-δs)]2
.当R0>1即-

1
α <S* <K,(αδs2-2αδS*s+

(αΛ-δ)S* +Λ)⩾(-αδ(S*)2+(αΛ-δ)S* +Λ)>0,因此ν'(s)>0.从而
dJ13(St)
dSt

>ν(Sq)-(1-

η1)ν(Sq)>0.

另外,由于 lim
St→S

*
J13(St)= lim

St→S
*∫

St

Sq

ν(s)ds=∫
St

(1-η1)S
*
ν(s)ds<0,lim

St→K
J13(St)=lim

St→K
[-

1
Λα+δ

(β
α

ln
1+αSt

1+αSq
+q(R0-1)ln

K -St

K -Sq

)]=+∞,
∂2PM(0,St)
∂Y∂St

=
dRc(St)
dSt

>0,因此有J13(S*
t )=ln

1
1-η2

,其中

S*
t ∈(S*,K).因此,根据

∂2PM(0,S
*
t )

∂Y2 >0和引理A.2[13]可得下列定理.

定理4 若S* <St <K 且R0>1,那么在St=S*
t 处PM(Y,St)会发生跨临界分岔现象,这表明当
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St 减小并低于S*
t 时,PM(Y,η1)会出现一个不稳定的正不动点.也就是说,存在ε>0足够小,使得当St∈

(S*
t -ε,S*

t )时,模型(3)会出现不稳定的正周期解.

4 数值模拟

本节将给出系统(3)的数值模拟.令Λ=1,η1=0.2,Λ=2.5,η1=0.5,且令

β=0.015,α=0.001,δ=0.08,γ=0.3,η2=0.1, (6)
可得图1结果.从图1可以看出,当R0⩽1时,控制基本再生数Rc 恒小于1,并且随着阈值St 增加而逐渐下

降,最终降至低于R0的水平.当R0>1时,控制再生数Rc 呈现出更复杂的趋势.此时,Rc 不再与阈值St 呈现

单调关系.随着St 的增大,Rc 超过1,但会出现一个最小值.这说明若想使控制效果达到最佳,可以将控制阈

值取为Rc 变化的最低点对应的St 的值.

若取Λ=1,η1=0.2,St=6.78和Λ=2.5,η1=0.4,St=27.5,其他参数同式(6),可以得到图2.图2(a)
满足定理2的条件,可以看出系统(3)的无病周期解是全局渐近稳定的.此外,从图2(b)可以看出,当R0>1
时,地方病平衡点E*和无病周期解稳定共存.

若取Λ=2.5,η1=0.2,St=20,其他参数同式(6),可以得到图3.可以看出,系统在无脉冲控制的情况下

会靠近平衡点E*(S*,I*)从而导致疾病持久,而在实时控制的情况下,疾病可以消灭.
若分别取Λ=2.2,η2=0.08,St=27和Λ=2.5,η1=0.2,其他参数同式(6),可以得到图4(a)和图4(b).

对于图4(a),其参数值满足定理3的条件,此时在η1 =η*
1 和η1 =η*

1 处会发生跨临界分岔现象.对于

图4(b),其参数值满足定理4的条件,此时在St=S*
t 处PM(Y,St)会发生跨临界分岔现象.

201 河南师范大学学报(自然科学版)                2025年



5 结束语

本文研究了具有饱和感染率的状态依赖脉冲控制的SIR 模型,定义了基本再生数R0 和控制再生数

Rc,研究了无病周期解的全局渐近稳定性,分析了Poincaré映射的性质并给出它发生跨临界分岔的充分条

件.最后利用数值模拟观察了系统丰富的动力学行为,并检验了理论的正确性.本文的研究具有一定的应用

性,但模型的简化限制了其在实际事件中的应用.因此,建立一种更复杂更贴合实际的模型是下一步的研究

重点.
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Dynamicanalysisofastate-dependentfeedbackcontrolSIR modelwithsaturationincidence

XieDongliang,JiaoCaixia,HuangSong,LiYongfeng

(ZhengzhouUniversityofLightIndustry,SchoolofMathematicsandInformationScience,Zhengzhou450002,China)

Abstract:Astate-dependentimpulsivecontrolSIR modelwithasaturatedinfectionrateisstudied.Theexpressionfor
theequilibriumpointsofthebasemodelandtheconditionsfortheirstabilityaregiven.Theexistenceandglobalstabilityofthe
disease-freeperiodicsolutionofthemodelwithimpulsivecontrolarediscussed.ThepropertiesofthePoincarémapareana-
lyzed,andthebifurcationphenomenaatthedisease-freeperiodicsolutionareexamined.Finally,thecorrectnessoftheconclu-
sionsisverifiedthroughnumericalsimulations.

Keywords:infectiousdiseases;SIRmodel;saturationinfectionrate;pulsevaccination;bifurcation
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