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随机马尔可夫乘积矩阵的极限经验谱分布

程慧慧,宋敏杰

(华北水利水电大学 数学与统计学院,郑州450046)

摘 要:设 {X(k)
ij
,1⩽i,j⩽N;1⩽k⩽m}是一列独立同分布的非负实随机变量,均值为1,有限方差σ2 >

0,M(k)= (X
(k)
ij
/∑

N

j=1
X(k)

ij
)N×N(1⩽k⩽m)是m 个马尔可夫随机矩阵.证明了当 N 趋于无穷大时,实对称矩阵

σ-2mΠTmΠm 的经验谱分布函数1
N∑

N

i=1
δλi

几乎必然弱收敛于Fuss-Catalan分布,其中Πm = Nm/2M(m)…M(2)M(1),

λ1,λ2,…,λN 为ΠTmΠm 的特征值.并通过数值模拟,得到模拟结果与理论结论一致.
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随机矩阵特征值的极限理论是随机矩阵理论的一个重要分支,它研究当矩阵的维度趋向于无穷时,其
经验谱分布和极值特征值(最大、最小特征值)的极限问题.该理论在数学、物理学和统计学等领域有着广泛

的应用.关于随机矩阵的极限经验谱分布问题,已有很多经典的结果.
在20世纪50年代,Wigner提出了著名的半圆律,即实对称随机矩阵特征值经验谱分布趋向于半圆分

布,该理论用于解释量子力学中的粒子能级分布.对于样本协方差矩阵,MAŘCHENKO和PASTUR给出

了著名的 Mařchenko-Pastur定理[1-2].假设 {Xij
,i,j⩾1}是一系列独立同分布的随机变量且方差σ2 满足

0<σ2 < ∞.令X=(Xij
)N×N,记W =

1
NXTX,vW =

1
N∑

N

i=1
δλi(W)

,则 Mařchenko-Pastur定理表明:vW

ℓb
→

FMP,a.s.,其中“
ℓb
→”表示概率测度弱收敛,FMP 表示 Mařchenko-Pastur律,其密度函数为

fMP(x)=
1

2πxσ2
x(4σ2-x), 0⩽x⩽4σ2,

0, 其他.
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  关于极值特征值的研究,包括其极限的存在性与对应的极限分布,如文献[3-4]研究了样本协方差矩阵

W =
1
NXTX 的最大特征值λ1(W)的极限性质,证明lim

N→∞
λ1(W)=4σ

2,a.s.当且仅当Xij 期望为0且四阶矩

有限.
随着深度神经网络和深度学习等领域的深入应用,随机乘积矩阵特征值的研究得到了广泛关注.假设
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X
(k)=(X

(k)
ij
)N×N(1 ⩽k ⩽ m)是 一 列 独 立 同 分 布 的 复 随 机 矩 阵,令 Wm =X

(m)…X
(2)X

(1),Vm =

N-m(Wm)
*(Wm),则Vm 是对称半正定矩阵.对于有限正整数m,文献[5-6]证明了当X

(k)
11 均值为0,方差

为1,有vVm

ℓb
→FFC,a.s.,其中FFC 为Fuss-Catalan分布[7],其密度函数为
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这里Gm,0
(m,m)(·|*)是MeijerG-函数[8],并且ρm(x)的支撑集为[0,

(m+1)m+1

mm
][9].其p阶矩∫

∞

0
xp

ρm(x)dx=

1
mp+1

(m+1)p
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对应于Fuss-Catalan数[10].

关于随机马尔可夫矩阵,记M
(k)= (X

(k)
ij
/∑

N

j=1
X
(k)
ij
)N×N(1⩽k⩽m).当m=1时,CHAFAÏ[11]证明了对

于独立同分布的指数随机变量{X
(1)
ij
,1⩽i,j⩽ N},NM

(1)TM
(1) 的经验谱分布几乎必然弱收敛为 FMP.

BORDENAVE等[12]进一步推广证明了当{X
(k)
ij
,1⩽i,j⩽N}为一般的非负随机变量时,NM

(1)TM
(1)的经验谱

分布依然几乎必然弱收敛为FMP.然而,本文证明了当m>1时,{X
(k)
ij
,1⩽i,j⩽N;1⩽k⩽m}是一列独立同

分布的非负随机变量,均值为1,有限方差σ2>0时,Nmσ-2m(M
(m)…M

(2)M
(1))T(M

(m)…M
(2)M

(1))的经验谱分

布几乎必然弱收敛为Fuss-Catalan分布.

1 预备知识

假设 {X
(k)
ij
,1⩽i,j⩽N;1⩽k⩽m}是独立同分布的非负实随机变量且满足

E(X
(1)
11 )=1,Var(X

(1)
11 )=σ2(0<σ2 < ∞).

  定义E
(k)
N ={d

(k)
1Nd

(k)
2N…d

(k)
NN >0},其中d

(k)
iN =X

(k)
i1 +

(k)
i2 +…+X

(k)
iN .

记q=P(X
(1)
11 =0).由于X

(1)
11 非负且E(X

(1)
11 )=1,故q<1.从而有∑

∞

N=1
P{(E

(k)
N )

c}=∑
∞

N=1
(1-

(1-qN)N)⩽∑
∞

N=1
NqN <∞.根据Borel-Cantelli引理,P((E

(k)
N )

ci.o.)=0,P(liminfE
(k)
N )=1,当N ≫

1时,d
(k)
1Nd

(k)
2N…d

(k)
NN >0,a.s.

定义矩阵M
(k)=(M

(k)
ij
)N×N(1⩽k⩽m),这里M

(k)
ij =

X
(k)
ij

d
(k)
iN

.矩阵M
(k)被称为随机马尔可夫矩阵,其中矩

阵元素满足0⩽M
(k)
ij ⩽1,行和∑

N

j=1
M

(k)
ij =1.此外,记M

(k)=D
(k)X

(k),这里X
(k)=(X

(k)
ij
)N×N(1⩽k⩽m),

D
(k)=diag(D

(k)
11 ,D

(k)
22 ,…,D

(k)
NN)是对角矩阵,对角线元素D

(k)
ii =

1
d
(k)
iN

.规定当N≫1时,若d
(k)
iN =0,则令D

(k)
ii =

1,M
(k)
ii =1,M

(k)
ij =0(i≠j).根据定义可知矩阵{M

(k),1⩽k⩽m}独立同分布,且矩阵M
(k)的所有行向量

之间相互独立且同分布.

2 主要结论及证明

本文的主要结论证明了有限多个随机马尔可夫乘积矩阵的极限经验谱分布,主要结果如下:
定理1 设 {X

(k)
ij
,1⩽i,j⩽N;1⩽k⩽m}是独立同分布的非负实随机变量且满足

E(X
(1)
11 )=1,Var(X

(1)
11 )=σ2(0<σ2 < ∞).

令Πm = N
m
M

(m)…M
(2)M

(1),{λi,1⩽i⩽N}是ΠTmΠm 的特征值,则当N → ∞ 时,σ-2mΠTmΠm 的经验谱

分布函数
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1
N ∑

N

i=1
δλi
(σ-2mΠTmΠm)

ℓb
→FFC.a.s. (1)

  注1 参考文献 [5-6],对于一般的情形,若 {X
(k)
ij
,1⩽i,j⩽N;1⩽k⩽m}是相互独立的非负实随

机变量,满足E(X
(1)
11 )=1,Var(X

(1)
11 )=σ2(0<σ2 < ∞),并且Lindeberg条件成立,即对于任意τ>0,当

N →∞ 时,LN(τ)∶=max1⩽k⩽m

1
N2∑

N

i,j=1
E|X

(k)
ij |2I{|X(k)ij |⩾τ N}→0,则式(1)成立.

为证明定理1,下面给出一些已有的引理结论.
引理1(一致大数定律) 若{Xij

,1⩽i,j<∞}是一系列独立同分布的随机变量,期望为μ,方差有限,

记SiN =∑
N

j=1
Xij
,则当N → ∞,max

1⩽i⩽N
|
Si,N

N -μ|
a.s.
→0,并且,若μ≠0,则有max

1⩽i⩽N
|

N
Si,N

-
1
μ

|
a.s.
→0.

此引理是文献 [13]中引理2的一个推论.取α=β=M=1,即可得到该结论.

引理2(参见文献 [2],定理A.44) 若A和B是两个N 阶复矩阵,则有‖vAA* -vBB*‖⩽
1
Nr
(A-B),

其中,‖f‖=sup
x

|f(x)|,r(A)为矩阵A 的秩.

该引理阐述了经验谱分布函数vAA* 和vBB* 与矩阵秩r(A-B)之间的关系,当N →∞时,若r(A-B)

的大小有限,则lim
N→∞
‖vAA* -vBB*‖=0,即AA* 与BB* 有相同的极限经验谱分布,因此可将对前者极限经

验谱分布的研究转化为对后者的研究.这种转化思路在本文主要定理的证明过程中起到了关键作用.
引理3(奇异值不等式) 若A 和B 是两个N 阶复矩阵,则

s1(AB)⩽s1(A)s1(B),sN(AB)⩾sN(A)sN(B).

其中si(A)= λi(AA
*)(1⩽i⩽N)为A 的奇异值,并且满足s1(A)⩾s2(A)⩾ … ⩾sN(A).此外,若A

是对角矩阵,则对任意1⩽i⩽N,有

sN(A)si(B)⩽si(AB)⩽s1(A)si(B).
  引理4(参见文献[12],引理C.1) 若 {akN}1⩽k⩽N 和{bkN}1⩽k⩽N 为两个复三角序列,令v是C 上的概率

测度.若1N∑
∞

N=1
δakN

ℓb
→v 且lim

N→∞
max
1⩽k⩽N

|akN -bkN |=0,则有1
N∑

∞

N=1
δbkN

ℓb
→v.

通过构造{akN}1⩽k⩽N 和{bkN}1⩽k⩽N 的特征函数序列,根据PaulLévy特征函数准则可证明该结果成立.

定理1的证明 因为 NM
(k)=ND

(k)N-
1
2X

(k),根据引理1可以得到

lim
N→∞

max
1⩽k⩽N

|ND
(k)
i,i -1|=0,a.s. lim

N→∞
max
1⩽k⩽N

|
1

ND
(k)
i,i

-1|=0.a.s.

故可以得到

s1(ND
(k))=max

1⩽i⩽N
|ND

(k)
i,i |=1+o(1),a.s.,sN(ND

(k))= min
1⩽i⩽N

|ND
(k)
i,i |=1+o(1).a.s. (2)

为简便表述,引入下面记号:

􀭺X
(k)=X

(k)-E(X
(k)),Y0=N

m
2D

(m)X
(m)…D

(2)X
(2)D

(1)X
(1),

Y1=N
m
2D

(m)X
(m)…D

(2)X
(2)D

(1)􀭺X
(1),…,Ym =N

m
2D

(m)􀭺X
(m)…D

(2)􀭺X
(2)D

(1)􀭺X
(1).

当1⩽k⩽m 时,对于任意k,有

Yk-1-Yk =N
m
2D

(m)X
(m)…D

(k+1)X
(k+1)[D

(k)(X
(k)-􀭺X

(k))]Dk-1􀭺Xk-1…D
(1)􀭺X

(1).
对于任意1⩽k⩽m,根据矩阵秩不等式r(AB)⩽min{r(A),r(B)},以及E(X

(k))秩为1,可知r(Yk-1-
Yk)⩽1.

由引理2可得

‖vΠTmΠm -vYTmYm
‖=‖vYT0Y0 -vYTmYm

‖ ⩽ ‖vYT0Y0 -vYT1Y1‖+‖vYT1Y1 -vYT2Y2‖+…+

‖vYTm-1Ym-1
-vYTmYm

‖ ⩽
m
N →0(N → ∞).
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这表明ΠTmΠm 和YT
mYm 有相同的极限经验谱分布函数,因此,只需研究YT

mYm 的极限经验谱分布函数.
当N≫1时,由引理3,可以得到

s1(N
mD

(m)…D
(2)D

(1))⩽s1(ND
(m))…s1(ND

(2))s1(ND
(1)),

sN(ND
(m))…sN(ND

(2))sN(ND
(1))⩽sN(N

mD
(m)…D

(2)D
(1)).

(3)

并且有

sN(ND
(m))…sN(ND

(2))sN(ND
(1))si(N

-
m
2􀭺X

(m)…􀭺X
(2)􀭺X

(1))⩽si(N
m
2D

(m)􀭺X
(m)…D

(2)􀭺X
(2)D

(1)􀭺X
(1))⩽

s1(ND
(m))…s1(ND

(2))s1(ND
(1))si(N

-
m
2􀭺X

(m)…􀭺X
(2)􀭺X

(1)). (4)

  根据文献[14]中最小奇异值的多项式下界可知,对于任意的常数a,b>0,存在常数c>0,使得任意确

定的复矩阵A 满足s1(A)⩽Nb,则有

P(sN(X+A)⩽N-c)⩽N-a. (5)
特别地,根据Borel-Cantelli引理,存在可能依赖于b的常数c>0,使得X+A 几乎必然可逆并且当N ≫1
时,sN(X+A)⩾N-c.

由式(5),当N≫1时,能得到sN(N
-
1
2􀭺X

(k))>0,sN(ND
(k))>0,sN( NM

(k))>0.a.s.且当N≫1
时,由式(3)可得

sN(N
mD

(m)…D
(2)D

(1))>0,sN(N
-

m
2􀭺X

(m)…􀭺X
(2)􀭺X

(1))>0.a.s. (6)
故根据引理3,有

sN(Ym)=sN(N
m
2D

(m)􀭺X
(m)…D

(2)􀭺X
(2)D

(1)􀭺X
(1))>0.a.s. (7)

记Tm =N-
m
2􀭺X

(m)…􀭺X
(2)􀭺X

(1),由引理3、式(2,4,6-7)可以得到 max
1⩽i⩽N

|ln(si(Ym))-ln(si(Tm))|=o(1).

a.s.因此有 max
1⩽i⩽N

|ln(λi(Y
T
mYm))-ln(λi(T

T
mTm))|=o(1).a.s.由于0<σ2<∞,故

max
1⩽i⩽N

|ln(λi(σ
-2mYT

mYm))-ln(λi(σ
-2mTT

mTm))|=o(1).a.s. (8)

因为E(􀭺X
(k))=E(X

(k)-E(X
(k)))=0,且根据Vm 的极限经验谱分布,可得:vσ-2mTTmTm

ℓb
→FFC.a.s.

  已知分布函数FFC 的密度函数ρm(x)的支撑集为[0,
(m+1)m+1

mm
],故可得:

1
N ∑

N

i=1
δln(λi(σ

-2mTT
mTm))

ℓb
→ln(FFC).a.s.

根据式(8)和引理4,可得 1
N ∑

N

i=1
δln(λi(σ

-2mYT
mYm))

ℓb
→FFC.a.s.

  因此,进行变量代换x →ex,有1
N∑

N

i=1
δλi
(σ-2mYT

mYm)
ℓb
→FFC.a.s.故

1
N∑

N

i=1
δλi
(σ-2mΠTmΠm)

ℓb
→FFC.

a.s.即σ-2mΠTmΠm 的经验谱分布函数几乎必然弱收敛到Fuss-Catalan分布.证毕.

3 数值模拟

为了进一步验证理论结果,用 Mathematica软件进行如下模拟:首先模拟生成一系列随机数矩阵X
(k)=

(X
(k)
ij
)N×N(1⩽k⩽m);其次,构造马尔可夫矩阵{M

(k),1⩽k⩽m};接着计算ΠTmΠm/σ
2m 的特征值,并模拟

特征值的概率密度函数图像;最后,将模拟得到的概率密度函数直方图与对应分布函数 FFC 的密度函数

ρm(x)进行比较.在整个数值模拟过程中,均不涉及量纲,且令样本量N =400,图中的纵坐标表示单位长度

上的频数,组矩为0.2.
当m=1时,假设 {X

(1)
ij
,1⩽i,j⩽N}是独立同分布的指数随机变量,期望E(X

(1)
11 )=1,则方差σ2=1.

图1模拟ΠT1Π1 特征值的概率密度函数图像.由模拟的结果可知,模拟得到的概率密度结果和理论密度函数

曲线ρ1(x)吻合.若{􀭾X
(1)
ij
,1⩽i,j⩽N}是区间[0,2]上独立同分布的均匀随机变量,期望E(􀭾X

(1)
11 )=1,则
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方差σ2=1/3.图2为模拟3􀭾ΠT1􀭾Π1的特征值的概率密度函数图像.同样地,通过观察模拟结果可知,模拟结果与

理论上的概率密度函数ρ1(x)吻合.

当m=2时,假设{X
(1)
ij
,X

(2)
ij
,1⩽i,j⩽N}是独立同分布的指数随机变量,期望E(X

(1)
11)=1,方差σ2=

1.图3和图4中分别模拟ΠT2Π2和3(Π1􀭾Π1)
TΠ1􀭾Π1特征值的概率密度函数图像.根据模拟结果可知,模拟结果

和理论结果保持一致.

类似地,通过模拟有限多个乘积矩阵,可得到 ΠTmΠm/σ
2m 的概率密度直方图与对应的理论密度函数

ρm(x)保持一致.并且随着样本量N 的增大,模拟结果更加吻合ρm(x),从而为本文的理论结果提供了强有

力的实证支持.

参 考 文 献
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Limitofempiricalspectraldistributionforrandom Markovproductmatrices

ChengHuihui,SongMinjie

(SchoolofMathematicsandStatistics,NorthChinaUniversityofWaterResourcesandElectricpower,Zhengzhou450046,China)

Abstract:Let{X(k)
ij
,1⩽i,j⩽N;1⩽k⩽m}beasequenceofindependentandidenticallydistributednon-negativeran-

domvariables,withmean1,finitevarianceσ2>0.ThenM(k)= (X
(k)
ij
/∑

N

j=1
X(k)

ij
)N×N(1⩽k⩽m)isasequenceofMarkov

randommatrices.Inthispaper,weprovethatasNtendstoinfinity,
1
N∑

N

i=1
δλi

,theempiricalspectraldistributionof

σ-2ΠTmΠm ,convergesweaklytotheFuss-Catalandistributionalmostsurely,whereΠm =Nm/2M(m)…M(2)M(1)andλ1,λ2,…,

λNaretheeigenvaluesoftherealsymmetricmatrixΠ
T
mΠm .Andthesimulationresultsobtainedthroughnumericalsimulation

areconsistentwiththetheoreticalconclusion.

Keywords:Markovrandommatrices;empiricalspectraldistribution;productmatrices;Fuss-Catalandistribution
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