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一 类带有阻尼项的高阶非线性波动方程的整体解 

王建平 ，张香伟。 

(1．河南农业大学 信息与管理科学学院，郑州 450046；2．郑州师范学院 数学系，郑州 450044) 

摘 要：研究了一类带阻尼项和源项的高阶非线性波动方程的初边值问题．首先对算子和非线性项进行假设， 

接着由 Holder不等式、Young不等式和 Gronwell不等式，通过抽子序列 ，应用 Galerkin方法及紧致性原理证明了该 

问题整体解的存在性． 
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考虑下面高阶非线性波动方程的初边值问题 

“ +A +l“ I +I“l 一 f(x， )，(z， )∈ Q×I ， 

u(x，0)=== 0( )，“ ( ，O)一 “l( )， ∈ 0， 

D “(z， )I 一 0，I a l m一1， 
l a n×R 

(1) 

(2) 

(3) 

其中算 子 Au一 (一 1) D ( 妒( ) “)，a一 (m，⋯ ，a )， 一 ( ，⋯， )，是 指 重指 标 ，D 一 
f口l，i口f 

(鑫) ， 一 (去) ，l a I一 l a l， 一( z ，⋯，z )，Q是 中具有光滑边界aQ的有界区域． 
许多人用不同的方法和假设条件研究了A一一△时初边值问题整体解的存在性、衰减性及 Blow—up现 

象(文献[1—4])．但是，对于问题(1)～(3)人们考虑得较少．W．V．whal[ 和H．PecherE 研究了不带阻尼 

项的问题(1)～ (3)的正则解．然而，Y．J．YeL7 和 w．V．WhalL8 解决 了带有阻尼项的非线性波动方程经典 

周期解 的存在性． 

应用Galerkin方法和紧致性原理，并借助于文献[9—103的技巧，本文证明了问题(1)～(3)整体解的存 

在性．文中所使用的函数都是实值函数．为方便起见，c表示各种不同的依赖于已知常数的常数，用 }l·ll， 

表示 L (Q)范数． 

1 预备知识 

对算子 A 和函数 L厂(z，￡)作如下假设． 

H ：算子A在自 上是自伴和强制的，即存在常数 ，C 使得c{lI“l1冉m三三=<Au，U>三三=c ll U ll冉m， ∈ 

冉 ，其中 

<Au， >一 ∑ I 口审( )D口u(x)Dav(x)dx， ， ∈冉 ， 
I I，j口I≤md“ 

II II冉一 ( I z) ． 
口 m ⋯  
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H ：f(x，￡)是定义在Q×l 上的实值函数，并且f(x，￡)∈L拳(R_；L篇(Q))，sup 3o(t)<+。。；其中 

ao(￡)一㈣ 厂( ) ds 
H3：户，q> O是常数，且 1 2m时，0< 户，q<+。。， > 2m时，O< ，q< 二二-4m 

．  

为证明主要结果 ，需要下面的引理． 

引理1(Sobolev不等式) 设乱∈b／ ，则 Il“lIf s Il乱Il ．其中S 是Sobolev常数．0<l — } 
一  

m  

时 ， > 2m；0< l<+∞ 时 ，1 2m． 

引理2(Young不等式) 设n，6三三三0且 +言一1，1< ，q +∞，则oh 3a +c( ) 其中 >o 
是 任意 的常数 ，C( )> 0是依 粕于 的常数 ． 

2 整体解的存在性 

定理 1 设U。E b／ (Q)N Lq+ (Q)，U ∈L (Q)，并且假设条件 H ，H ，H。均满足，则问题(1)～ (3) 

存在整体解 u(x， )，且使得 

u(x，￡)E L (0， r}[-1 (Q)n L (n))；缸 (z，￡)∈ L。。(0，T；L。(Q))． 

证明 令 Jl“Il 三<Au， >专，V乩∈方 ，并在 宵 上定义泛函 

J(“)一 lÎ + 1 

设{j＆，) 是由A的特征函数所组成的宵 的基．即{ ) t是下列 Dirichlet边值问题的解 

A庐 = j5J，X∈ Q；D。 一 0，z E aQ，l“l 一1． (4) 

考虑常微分方程组的Cauehy问题 

( (￡)， )+(Au，( )， )+ (I U ( )l U ( )， )+ (I ，( )l。U，(￡)， )一 (，(z， )， )， (5) 

U (O)一 Uo ，M (O)一 乱1，， (6) 

其中Ur(￡)：∑ (￡) ． 
一 1 

一 ∑A (o) 一甜。，r一。。，在／：t (Q)n L 。(Q)中． (7) 

“ ， = ∑ (o) 一 ，r一。。，在L。(Q)中． 
j= 1 

根据常微分方程的存在性定理知，St (￡)在区间[O，￡ ]上存在．下面对 u ( )在各种范数下进行估计． 

(5)式两边同乘以A (￡)，并对 J从 1到r求和得 

d 

l 1 II ( )II；+J( (￡))]+II (￡)II竺一J。 (z，￡) (z， )dz． 
对于 t∈[0，tr]，上式两边在[O，￡]上积分得 

I

2 II ￡)ll；十J( +J：II s)II p+ 2 d 
1

2 
II II；+ ( O))+ 厂( ) )dr 

由 HOlder不等式和引理 2知 

I．『． (z，s)“ ( ，s)d ds『! II f(s)II鬲pq-2 II (s)II zds 

ds+- ~『01l f(s圳雾 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 
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由(1O)和 (11)得 

丢ll (￡)Jj；+J( (￡))+ i f：JI ( )ll竺ds一 1 ll l】；+ ( (0))+if ll／( )JI霪 ． 
由式 (7)、(8)以及假设 H 有 

1

2 (￡)}f；+．，(“，( +专 ( ) ds C． (12) 
其中C是一个正常数． 

由此可见，解的存在区间[0， ]可以延拓到[0，明 ，不等式(12)意味着，当r— C×3时， 

{ )在 L。。(O，T；H (gt)n L叶 (Q))中有界 ； (13) 

{ )在 L。。(O，T；L (Q))中有界 ； (14) 

{“ }在 L (O，T；L升 (Q))中有界； (15) 

{ ，}在 L。。(0，T；H一(Q))中有界． (16) 

现在来估计{‰ )，由于作近似解的 Galerkin基也在 冉 中，所以应用文献E11J中所述的映射原理，从近 

似方程(5)和估计(13)～ (16)可得 

{ )在 L 。(0，T；H一(Q))中有界． (17) 

根据(13)～ (16)知，{“，(￡)}存在一个子列，为方便起见，子列仍记为{ ，( )}，使得 

，一“在 L。。(0，T；H (Q)n L (Q))中弱 *收敛 ； (18) 

“ 一“ 在 L。。(O，T-L (Q))中弱 *收敛 ； (19) 

“ 一 在L升 (0，T；L (Q))中弱收敛； (2O) 

Au 一A 在 L。。(O，T；H一(Q))中弱 * 收敛 ； (21) 

l“ l 一 在L篇(0，T；L篇(Q))中弱收敛； (22) 

I I “ 一 在L。。(0，T；Le-~(Q))中弱*收敛． (23) 

由(13)和(14)并应用J．L．1ions—Aubin紧性引理得 

“ 一 在 L。(0，T；L。(Q))中强收敛． (24) 

因为 H 一 L (Q)紧 ，于是由(15)和(17)有 

一 St 在L (O，T；L升。(Q))中强收敛． (25) 

由式(7)、(8)、(24)和(25)知 ：u(O， )一 o(z)，地(O，z)一 1(z)． 

对于任意的72∈[-I (Q)，由上述收敛性，当 r一 。。时，在近似方程 

(“ ( )， )+ (Au，( )， )+ (I ( )I “ (￡)， )+ (I ，(￡)I “，( )， )一 (厂( ，￡)， )， 

两边取极限得 

， )+ ( ， )一 (厂( ，￡)， )． 

f f I I I “ I崭dzd￡一
．

T 

II ( )IId 
0 d 0 ： d￡ c； E 

．  

‘ 

且 I“ I “ 一 1“I “在[O，T]×Q上几乎处处收敛．因此，由J．L．1ionsE 的引理 3得 

I“，I 一I“I 在L搿(o，T；L q+2 (Q))中弱收敛． (26) 
由(18)和(26)有 。一I“I ；同理可证 一I I ．故定理 1成立． 
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Existence and Asymptotic Property of Global Solutions for Some 

Nonlinear W ave Equation with Nonlinear Damping Term 

W ANG Jianping ，ZHANG Xiangwei 

(1．College of Information and Management Science，Henan Agricultural University，Zhengzhou 450046，China 

2．Department of Mathematics，Zhengzhou Normal College，Zhengzhou 450044，China) 

Abstract：In this paper，under suitable hypotheses on the operator and nonlinear term we study the initial boundary value 

problem for the nonlinear wave equation of higher order with damping and source terms．Using the Holder inequality，Young 

inequality and Gronwall inequality，by the classical Galerkiffs method we establish the global existence of solution via verifying 

the compactness． 

Keywords：damping term；nonlinear wave equation；initial boundary value problem；global solutions 


