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三维Brinkman-Forchheimer方程解的渐近稳定性

宋雪丽,谢晓甜

(西安科技大学 理学院,西安710054)

摘 要:研究了三维有界区域上Brinkman-Forchheimer方程全局解的渐近稳定性.首先讨论了Brinkman-

Forchheimer方程对应的广义稳态椭圆方程解的存在唯一性,接着对这两种方程解之间的收敛性进行了讨论,最后

分别在(L2(Ω))3 和(H1
0(Ω))3 中证明了Brinkman-Forchheimer方程强解关于初值和系数的连续依赖性.
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本文研究了如下三维Brinkman-Forchheimer方程全局解的渐近稳定性

∂u
∂t-νΔu+ru+b|u|u+c|u|β-1u+∇p=f(x,t),(x,t)∈Ω×(0,T),

∇·u=0,(x,t)∈Ω×(0,T),

u=0,(x,t)∈∂Ω×(0,T),

u|t=0=u0,x∈Ω,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(1)

其中Ω 表示R3中具有光滑边界的有界开区域,u=(u1,u2,u3)表示流体的速度向量,p表示流体的压力项,

f 是外力项,ν>0是Brinkman系数,r>0是Darcy系数,b>0,c>0是Forchheimer系数,β>1是一个

常数.
Brinkman-Forchheimer方程描述了流体在饱和型多孔介质中的流动现象,同时也被用来研究潮汐动力

学,关于此方程解的存在性及相关性质,可参考文献[1-8].针对解的长期渐近稳定性方面,文献[1]证明了

方程(1)中参数β=3时强解在(H1
0(Ω))3 中全局吸引子的存在性.文献[2]讨论了β∈ (2,7/3]时,Brink-

man-Forchheimer方程解在 (H1
0(Ω))3 中全局吸引子的存在性.陈小豹[3]证明了Brinkman-Forchheimer方

程当参数β∈[7/3,3)时强解在(H1
0(Ω))3 中全局吸引子的存性.WANG等[4]通过验证Δu在(L2(Ω))3 是

渐近紧的进而得到了u 在(H2(Ω))3 中是渐近紧的,从而证明了当β=3参数时,方程(1)的解在(H2(Ω))3

中全局吸引子的存在性.文献[5]证明了β=3时方程(1)的解在(H1(Ω))3 中一致吸引子的存在性.文献[6]
证明了在非自治情形,β=3时,方程(1)的弱解在(L2(Ω))3 和(H1

0(Ω))3 中拉回吸引子的存在性.文献[7]
对β=3时具有延迟的非自治Brinkman-Forchheimer方程解的一致吸引子的存在性进行了讨论.宋雪丽等[8]

讨论了当β=3时,具有随机震荡外力项的三维Brinkman-Forchheimer方程解的一致吸引子在(H1
0(Ω))3中

的一致有界性及收敛性.乔宝明等[9]证明了当7/2⩽β ⩽5及初值u0 ∈ (H1
0(Ω))3 时,三维有界区域上

Brinkman-Forchheimer方程强解的存在唯一性及强解的全局吸引子在(H1
0(Ω))3 和(H2(Ω))3 中的存在性.
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宋雪丽等[10]使用Fourier分解方法研究了当β>10/3时三维全空间上Brinkman-Forchheimer方程弱解

的L2 衰减性,并讨论了在大初值扰动下弱解的渐近稳定性.MOHAN[11]研究了两时间尺度随机对流

Brinkman-Forchheimer方程解的大偏差行为.YU[12]讨论了三维不可压缩对流Brinkman-Forchheimer方程

轴对称解的存在及唯一性.
目前,关于流体方程原始方程组解的稳定性研究得到广泛关注.如,文献[13]讨论了三维具有非线性阻

尼项的Navier-Stokes方程的解与对应的广义稳态椭圆方程的解之间当t→∞时的收敛性.文献[14]讨论了

柱形区域上带震荡随机力的大尺度海洋三维原始方程组的连续依赖性,证明了解对黏性系数的连续依赖性.
文献[15]利用微分不等式技巧和能量估计的方法证明了大尺度海洋大气动力学三维黏性原始方程的解连续

依赖于边界参数.
由于三维Brinkman-Forchheimer方程与三维具有非线性阻尼项的 Navier-Stokes方程(更多 Navier-

Stokes方程理论可参看文献[16-17])物理背景相似,受文献[13]的启发,本文将研究t→∞时,方程(1)的
解与下述广义稳态椭圆方程的解之间的关系.

-νΔu* +ru* +b|u*|u* +c|u*|β-1u* +∇p* =f∞,在Ω 中,

∇·u* =0,在Ω 中,

u* =0,在∂Ω 中,

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)

其中f∞与t无关,可以看作时间t趋于无穷时f(x,t)的极限.同时,受文献[14-15]的启发,也将讨论方程

(1)的解关于初值及Brinkman系数ν的连续依赖性.

1 预备知识

在本节中,主要对接下来要用到的符号及函数空间做一简单说明.
用Lp(Ω)(1⩽p⩽+∞)和Hm(Ω)(m ∈Z)表示常见的Banach空间.记Lp =Lp(Ω)=(Lp(Ω))3,用

|·|p 来表示Lp(Ω)中的范数.接下来令E∶={u∈(C∞
0 (Ω))3,divu=0},H 为E在L2拓扑下的闭包.用|·|2

表示 H 中的范数,(·,·)表示 H 中的内积,即对于任意的u,υ ∈ H 有 |u|22 =(u,u),(u,υ)=

∑
3

j=1∫Ω
uj(x)υj(x)dx.此外,V 为E 在(H1

0(Ω))3 拓扑下的闭包,‖u‖2V =((u,u)),a(u,υ)=∶((u,υ))=

∑
3

j=1∫Ω

∂uj

∂xi

∂υj

∂xi
dx,分别表示V 中的范数和内积.

H 和V 是可分的Hibert空间,H =H',H'是H 的对偶空间,V'是V 的对偶空间.‖·‖ 和<·,·>分

别表示V'中的范数和对偶积.字母C 是正常数,在不同行,甚至在同一行可能表示不同的值.
设P 是从L2 到 H 的Helmholtz-Leray正交投影算子,定义Au=-PΔu 是Stokes算子,其定义域为

D(A)=(H2(Ω))3 ∩V,那么算子A∶V→V'有性质(Au,υ)=((u,υ)),对于 ∀u,υ∈V,它是从V 到V'
的同构算子.A 的特征值在狄利克雷边界条件下被定义为{λj}

∞
j=1 且满足0<λ1⩽λ2⩽ ….用{ωj}

∞
j=1 表示

相应的特征函数,其构成了 H 的一组标准正交基.

2 方程(1)与方程(2)的解之间的收敛性

2.1 方程(2)平稳解的存在唯一性

定义1 设f∞ ∈V',若u* ∈V ∩Lβ+1(Ω)满足νa(u*,υ)+r(u*,υ)+b(|u*|u*,υ)+c(|u*

|β-1u*,υ)=<f∞,υ>,对于所有的υ∈V ∩Lβ+1(Ω),则称函数对(u*(x),p*(x))是方程(2)的一个弱解.
此外,若弱解u* 满足u* ∈D(A),称(u*,p*)为方程(2)的一个强解.

定理1 考虑广义的稳态椭圆方程(2),有
(i)对于所有的f∞ ∈V',β⩾1,方程(2)存在一个弱解(u*,p*);
(ii)如果f∞ ∈L2(Ω),β⩾1,那么(u*,p*)是一个强解;
(iii)方程(2)有唯一弱解.
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证明 (i)设 {ωj}∞j=1 ⊂V 是H 的标准正交基,Vm =span{ω1,…,ωm}是V 的子空间,构造一个逼近解

um =∑
m

j=1
ξjωj ∈Vm 满足下面的方程

νa(um,ωj)+r(um,ωj)+b(|um|um,ωj)+c(|um|β-1um,ωj)=<f∞,ωj>,∀1⩽j⩽m. (3)

  下面应用Brouwer固定点定理(文献[18]中定理4.3)来证明式(3)存在一个解.
设ξ={ξ},对于1⩽i⩽m,记

ηi=νa(um,ωi)+r(um,ωi)+b(|um|um,ωi)+c(|um|β-1um,ωi)-<f∞,ωi>. (4)
记P(ξ)=∶η={ηi},可以得到

(P(ξ),ξ)=∑
m

i=1
ξiηi ⩾ν‖um‖2V +r|um|22+b|um|33+c|um|β+1

β+1-‖f∞‖*‖um‖V. (5)

容易验证对充分大的ρ,
(P(ξ),ξ)⩾0,在|ξ|=ρ上, (6)

通过Brouwer固定点定理,可以得到在|ξ|⩽ρ内存在一个点ξ,使得P(ξ)=0,即um =∑
m

j=1

ξjωj∈Vm 是式

(3)的一个解.将P(ξ)=0代入式(5),得

ν‖um‖2V +r|um|22+b|um|33+c|um|β+1
β+1 ⩽ ‖f∞‖*·‖um‖V. (7)

这意味着

‖um‖2V +|um|22+|um|33+|um|β+1
β+1 ⩽C, (8)

这里C 是一个常数与m 无关.
由于V 在H 中是紧嵌入,则存在一个子序列um(仍用原序列表示),满足

um →u* 在 H 中强收敛, (9)

um⇀u* 在Lβ+1 中弱收敛, (10)

um⇀u* 在L3(Ω)中弱收敛, (11)

um⇀u* 在V 中弱收敛, (12)

|um|um⇀η在L
3
2 中弱收敛, (13)

|um|β-1um⇀ζ在L
β+1
β 中弱收敛, (14)

当m →+∞ 时,有u* ∈V ∩Lβ+1 ∩L3.
应用文献[18]中的引理1.3并且结合式(9)、(13)和(14),能得到ζ=|u*|β-1u*,η=|u*|u*.因此,对

式(3)两端取极限,得到u* 是方程(2)的一个弱解.
(ii)设{ωj}

∞
j=1∈V 是H 的一组标准正交基,满足Aωj=λjωj,在Ω 中;ωj=0在∂Ω 中.把式(3)中的ωj

替换为
Aωj

λj

,得到:

ν(Aum,Aωj)+r(um,Aωj)+b(|um|um,Aωj)+c(|um|β-1um,Aωj)=(f∞,Aωj). (15)

给式(15)乘以ξj,并对j求和,可以得到:

ν(Aum,Aum)+r(um,Aum)+b(|um|um,Aum)+c(|um|β-1um,Aum)=(f∞,Aum). (16)
通过简单计算,有

2ν|Aum|22+2r|∇um|22+2cβ||um|
β-1
2 ∇um|22+4b||um|

1
2∇um|22 ⩽

1
ν|f∞|22+ν|Aum|22.

(17)
故

ν|Aum|22+2r|∇um|22+2cβ||um|
β-1
2 ∇um|22+4b||um|

1
2∇um|22 ⩽

1
ν|f∞|22. (18)

因此
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|Aum|22+||um|
β-1
2 ∇um|22 ⩽C. (19)

故u* ∈D(A)是方程(2)的强解.
(iii)设u1 和u2 是方程(2)的两个弱解,有

νa(u1-u2,υ)+r(u1-u2,υ)+b(|u1|u1-|u2|u2,υ)+c(|u1|β-1u1-|u2|β-1u2,υ)=0.(20)

对 ∀υ∈V ∩Lβ+1(Ω).取υ=u1-u2,有

ν‖u1-u2‖2V +r|u1-u2|22+b(|u1|u1-|u2|u2,υ)+c(|u1|β-1u1-|u2|β-1u2,υ)=0.(21)

由于 (|u1|u1-|u2|u2,υ)⩾0,(|u1|β-1u1-|u2|β-1u2,υ)⩾0,因此 ‖u1-u2‖2V =0,即u1=u2 在

V 中几乎处处成立.
2.2 方程(1)与方程(2)弱解之间的指数收敛性

定理2 对于任意的T>0,β⩾1,假设初值u0∈H,f∈L2(0,+∞;V'),且存在f∞ ∈V',使得对于

足够小的μ >0,有

lim
t→∞
‖f-f∞‖* =0, (22)

∫
∞

0
eμs‖f-f∞‖2*ds<+∞. (23)

假设u(x,t)是方程(1)的弱解在下文用u(t)表示,初值为u0,外力项为f,u∞ 是方程(2)对于外力项为f∞

的唯一弱解.则存在两个足够小的正常数C 和λ(C 仅依赖于ν,λ 仅依赖于λ1,ν和μ)使得

|u(t)-u∞|22 ⩽Ce-λt(|u0-u∞|22+∫
∞

0
eλs‖f-f∞‖2*ds),对于所有的t>0. (24)

  证明 记ω=u(t)-u∞,易得:

1
2
d
dt|ω|22+ν‖ω‖2V +r|ω|22+b(|u|u-|u∞|u∞,ω)+

c(|u|β-1u-|u∞|β-1u∞,ω)=<f-f∞,ω>. (25)
由式(25)可得:

d
dt|ω|22 ⩽-2ν‖ω‖2V -2b(|u|u-|u∞|u∞,ω)-2c(|u|β-1u-|u∞|β-1u∞,ω)+

2‖f-f∞‖*·‖ω‖V ⩽2ν‖ω‖
2
V -2r‖ω‖22+ν‖ω‖2V +

1
ν‖f-f∞‖2* ⩽

-ν‖ω‖2V +
1
ν‖f-f∞‖2*. (26)

对于任意固定的λ>0,

d
dt
(eλt|ω|22)=λeλt|ω|22+e

λt d
dt|ω|22 ⩽λeλt|ω|22+e

λt(1
ν‖f-f∞‖2* -ν‖ω‖2V). (27)

应用Poincaré不等式,有

d
dt
(eλt|ω|22)⩽λeλt|ω|22+

eλt

ν‖f-f∞‖2* -νλ1eλt|ω|22=

-eλt(νλ1-λ)|ω|22+
eλt

ν‖f-f∞‖2*. (28)

对于任意的0<λ<λ1ν对式(28)关于时间变量t进行积分,得到:

eλt|ω(t)|22 ⩽|ω(0)|22-(νλ1-λ)∫
t

0
eλs|ω(s)|22ds+

1
ν∫

t

0
eλs‖f-f∞‖2*ds. (29)

对于足够小的0<λ<λ1ν,限制λ<μ,得到:

eλt|ω(t)|22 ⩽|u0-u∞|22+
1
ν∫

∞

0
eλs‖f-f∞‖2*ds. (30)

两边同时除以eλt,得到:
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|u(t)-u∞|22=|ω(t)|22 ⩽
1
eλt

|u0-u∞|22+
1

νeλt∫
∞

0
eλs‖f-f∞‖2*ds. (31)

  定理得证.

3 方程(1)强解对初值及系数的连续依赖性

假设u 和υ是方程(1)的解,满足:

∂u
∂t-ν1Δu+ru+b|u|u+c|u|β-1u+∇p1=f(x,t),(x,t)∈Ω×(0,T),

∇·u=0,(x,t)∈Ω×(0,T),

u=0,(x,t)∈∂Ω×(0,T),

u|t=0=u0,x∈Ω,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

∂υ
∂t-ν2Δυ+rυ+b|υ|υ+c|υ|β-1υ+∇p2=f(x,t),(x,t)∈Ω×(0,T),

∇·υ=0,(x,t)∈Ω×(0,T),

υ=0,(x,t)∈∂Ω×(0,T),

υ|t=0=υ0,x∈Ω,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

令=u-υ,α=ν1-ν2 则 满足下面的初边值问题:

∂
∂t-ν1Δ-αΔυ+r+b|u|u-b|υ|υ+c|u|β-1u-c|υ|β-1υ+∇p1-∇p2=0,(x,t)∈Ω×(0,T),

∇·=0,(x,t)∈Ω×(0,T),

=0,(x,t)∈∂Ω×(0,T),

|t=0=0,x∈Ω.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(32)

  从文献[9]中知道当方程(1)的初值在V 中取值时,方程强解在H,V,Lβ+1(Ω)及(H2(Ω))3中均存在有

界吸收集,这里1<β<5.为了下面讨论方便,假设强解在(H2(Ω))3 中的有界吸收集为B.由于V ⤿H,

Lβ+1(Ω)⤿V,(H2(Ω))3⤿V,因此B 也是强解在H,V 和Lβ+1(Ω)中的有界吸收集.故对∀u0∈B,|u(t)

|2 ⩽A1,|∇u(t)|2 ⩽A2,|u(t)|β+1 ⩽A3,|Δu(t)|2 ⩽A4,A1,A2,A3,A4 均为正常数.
定理3 设初值u0,υ0 ∈B,1<β<5,则问题(32)的解满足下面不等式:

|(t)|22 ⩽|(0)|22+
A2
2

4rν1
(ν1-ν2)2.

  证明 将式(32)的第1式两端与 做内积,得到:1
2
d
dt||22+ν1|∇|22-α(Δυ,)+r||22+

(b|u|u-b|υ|υ,)+(c|u|β+1u-c|υ|β+1υ,)=0.由于(b|u|u-b|υ|υ,)⩾0,(c|u|β+1u-

c|υ|β+1υ,)⩾0,故
1
2
d
dt||22+ν1|∇|22+r||22 ⩽α(Δυ,)⩽ν1|∇|22+

α2

4ν1
|∇υ|22.因此,

d
dt||22+2r||22 ⩽

α2

2ν1
|∇υ|22.

对上述不等式应用Gronwall不等式,有:

|(t)|22 ⩽|(0)|22e
-2rt+∫

t

0
e-2r(t-s)α2

2ν1
|∇υ(s)|22ds⩽|(0)|22e

-2rt+

A2
2

4rν1
α2[1-e-2rt]⩽|u0-υ0|22+

A2
2

4rν1
(ν1-ν2)2.

因此,当u0 →υ0,ν1 →ν2 时u→υ 在H 中.

定理4 设 初 值u0,υ0 ∈ B,135 <β <5,则 问 题(32)的 解 满 足 下 面 不 等 式:|∇(t)|22 ⩽
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|∇(0)|22e
A6t+A7(ν1-ν2)2eA6t.这里A6,A7 是两个正常数.

证明 将式(32)的第1式两端与-Δ 做内积,得到:

1
2
d
dt|∇|22+ν1|Δ|22+r|∇|22=-(b|u|u-b|υ|υ,-Δ)-

(c|u|β-1u-c|υ|β-1υ,-Δ)-α(Δυ,Δ). (33)
现在对式(33)的右端逐项进行估计.用到如下Sobolev不等式:

|u|p ⩽d0|∇u|2,1⩽p⩽6,∀u∈V.

|(αΔυΔ)|⩽
ν1
3|Δ|22+

3α2

4ν1
|Δυ|22 ⩽

ν1
3|Δ|22+

3α2

4ν1
A2
4, (34)

|b(|u|u-|υ|υ,-Δ)|⩽
ν1
3|Δ|22+

3b2

4ν1
||u|u-|υ|υ|22 ⩽

ν1
3|Δ|22+

3b2

4ν1∫Ω
(|u|||+

||u|-|υ|||υ|)2dx⩽
ν1
3|Δ|22+

3b2

2ν1
|u|24·||24+

3b2

2ν1
|υ|24·||24 ⩽

ν1
3|Δ|22+

3b2d4
0

2ν1
(|∇u|22+|∇υ|22)|∇|22 ⩽

ν1
3|Δ|22+

3b2d4
0

ν1
A2
2|∇|22, (35)

|(c|u|β-1u-c|υ|β-1υ,-Δ)|⩽
ν1
3|Δ|22+

3c2

4ν1
||u|β-1u-|υ|β-1υ|22 ⩽

ν1
3|Δ|22+

3c2

4ν1∫Ω
(|u|β-1||+||u|β-1-|υ|β-1||υ|)2dx⩽

ν1
3|Δ|22+

3c2

2ν1
|u|2

(β-1)
3(β-1)||26+

3c2

2ν1
p2
0(β-1)2∫Ω

(|u|β-2+|υ|β-2)2||2|υ|2dx⩽
ν1
3|Δ|22+

3c2d2
0

2ν1
|u|2

(β-1)
3(β-1)|∇|22+

3c2

ν1
p2
0(β-1)2(|u|2

(β-2)
6(β-2)+|υ|2

(β-2)
6(β-2)

)|υ|26||26 ⩽
ν1
3|Δ|22+

3c2d2
0

2ν1
|u|2

(β-1)
3(β-1)|∇|22+

3c2

ν1
p2
0(β-1)2(|u|2

(β-2)
6(β-2)+|υ|2

(β-2)
6(β-2)

)|∇υ|22|∇|22, (36)

上述不等式的第3步用到如下不等式:|xp-yp|⩽p0·p(|x|p-1+|y|p-1)|x-y|,p0>0.应用Gagli-

ardo-Nirenberg不等式,有|u|2
(β-2)
3(β-2)⩽C|Δu|

8(β-2)
β+7
2 |u|

2(β+1)2

β+7
β+1

,|u|2
(β-2)
6(β-2)⩽C|Δu|

2(5β-13)
β+7

2 |u|
2(β2-1)

β+7
β+1

,对

|υ|2
(β-2)
6(β-2)估计与上同.因此

|u|2
(β-2)
3(β-2)⩽CA

8(β-2)
β+7
4 A

2(β+1)2

β+7
3 ,|u|2

(β-2)
6(β-2)+|υ|2

(β-2)
6(β-2)⩽2CA

2(5β-13)
β+7

4 A
2(β2-1)

β+7
3 . (37)

将式(34)~(37)与(33)结合,存在正常数A5,使得1
2
d
dt|∇|22 ⩽A2

5|∇|22+
3A2

4

4ν1
α2,即

d
dt|∇|22 ⩽2A

2
5|∇|22+

3A2
4

2ν1
α2, (38)

对式(38)应用Gronwall不等式,有|∇(t)|22⩽|∇(0)|
2
2e
2A25t+

3A2
4α
2

4ν1A
2
5

e2A
2
5t=|∇u(0)-∇υ(0)|22e

2A25t+

3A2
4(ν1-ν2)

2

4ν1A
2
5

e2A
2
5t.因此,当u0 →υ0 在V 中,ν1 →ν2 时,u→υ 在V 中.
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Asymptoticstabilityofsolutionstothe3DBrinkman-Forchheimerequation

SongXueli,XieXiaotian

(CollegeofScience,Xi'anUniversityofScienceandTechnology,Xi'an710054,China)

Abstract:Inthispaper,westudytheasymptoticstabilityoftheglobalsolutionofthethree-dimensionalBrinkman-
Forchheimerequationonboundeddomains.Firstly,wediscusstheuniquenessofthesolutionofthegeneralizedsteadystateel-
lipticequationcorrespondingtotheBrinkman-Forchheimerequation.Then,wegettheconvergenceofsolutionsbetweenBrink-
man-Forchheimerequationanditsgeneralizedsteadystateellipticequation.Finally,weprovethecontinuousdependenceof
strongsolutionofBrinkman-Forchheimerequationontheinitialvalueandthecoefficientin(L2(Ω))3and(H1

0(Ω))3.
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