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Rosenau方程的显式行波解及动力学行为
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摘 要:找到Rosenau方程的显式精确解十分困难,研究方法常采用数值离散求解技术.首先,采用李群分析

法给出了Rosenau方程的对称群、约化常微分方程和群不变解;其次,构造了一种精确求解非线性偏微分方程的

exp(-φ(ξ))展式法,利用此方法找到了Rosenau方程的显式行波解,分析了解的动力学行为;最后,所获得的显式

行波解既证明了Rosenau方程显式精确解的存在性,又可用于验证数值解的精度、检验数值离散方案的优劣,为工程

领域的实际应用提供理论依据和参考.
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在探究离散系统稠密性的动态性时,为了克服 KdV方程不能准确预测坡度和高振幅波性态的缺点,

ROSENAU[1-2]提出了五阶非线性偏微分Rosenau方程

Lu=ut+uxxxxt+ux +upux =0, (1)
其中,t表示时间,x 代表平衡水平面上沿波传播方向上的坐标,p 为非零常数.当p=1时,方程(1)称为

Rosenau方程,当p≠1时,方程(1)称为广义Rosenau方程.为了进一步考虑动力学系统中非线性波及耗散

现象,PARK[3]讨论了含黏性项-uxx的Rosenau-Burgers方程

ut+uxxxxt-μuxx +ux +uux =0 (2)
的解的存在性和唯一性,其中,μ 代表非负黏性系数.方程(1)和(2)在研究紧离散动力学系统、模拟无线电及

计算机领域、波与波相撞、波与障碍物或墙相互作用等方面具有重要应用.但鉴于方程(1)和(2)精确解的缺

乏,初值和边值问题解的存在唯一性、柯西问题的适定性、算法的收敛性和稳定性、误差估计、解的渐近性、
永久性、动力学行为性质等常借助于数值离散及实验技术进行研究[4-13].

虽然历经多年的研究和探索,构造非线性偏微分方程的精确解,已找到了许多方法与技巧[14],如李群分

析法[15],Tanh函数法和广义Tanh函数法[14],齐次平衡法[14,16]等.但鉴于诸多新方程不断从各个学科领域

中涌现,在非线性科学和工程技术领域,至今仍然存在众多的方程很难找到精确解[14].就现有文献[1-13]
来看,寻求方程(1)和(2)的精确解及方法,仍是一个亟待探索和解决的问题.

论文拟不仅对方程(1)和(2)作经典李群分析,而且构造一种精确求解非线性偏微分方程的exp(-φ
(ξ))展式法.针对方程(1)的结构和特征及性质,利用此方法探索方程(1)的显式行波解及孤立波解.对找到

的行波解,分析解的相关动力学行为及性质.希望所获得的解可用于验证数值解的正确性和精度,以及检验数
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值离散方案的优劣,也为精确描述、解释、模拟及应用许多自然科学现象提供理论依据和策略.

1 李群分析法

1.1 方程(1)和(2)的对称群

虽然经典李群分析法[15]在理论上是研究微分方程的对称群、群不变解及精确解的行之有效工具之一,
但随着方程阶数的递增和非线性项的影响,巨大的计算量既烦琐又难以避免.依据经典李群算法框架,方程

(1)和(2)的对称群的生成元可假设为X=ξ(x,t,u)
∂
∂x+τ(x,t,u)∂∂t+η(x,t,u)

∂
∂u
,X(5)=X+ηx ∂

∂ux
+

ηt ∂
∂ut

+ηxx ∂
∂uxx

+ηxxx ∂
∂uxxx

+ηxxxx ∂
∂uxxxx

+ηxxxxt ∂
∂uxxxxt

,其中X(5)是X 的五阶延拓算子,系数函数ηx,

ηt,ηxx,ηxxx,ηxxxx,ηxxxxt 的计算分别为

ηx =Dx(η)-uxDx(ξ)-utDx(τ),ηt=Dt(η)-uxDt(ξ)-utDt(τ),

ηxx =Dx(ηx)-uxxDx(ξ)-uxtDx(τ),ηxxx =Dx(ηxx)-uxxxDx(ξ)-uxxtDx(τ),

ηxxxx =Dx(ηxxx)-uxxxxDx(ξ)-uxxxtDx(τ),ηxxxxt=Dt(ηxxxx)-uxxxxxDt(ξ)-uxxxxtDt(τ),
其中Dx 和Dt 分别表示关于x 和t的全微分算子.方程(1)的决定方程为

X(5)(Lu)|(1)=(ηt+ηxxxxt+ηx +pup-1uxη+upηx)|(1)=0, (3)
其中,左下角标|(1)表示方程(3)对方程(1)的任一解皆恒成立.将ut=-(uxxxxt+ux +upux)代入方程(3),
于是其左端可表示为u,ux,uxx,uxt,uxxx,…,uxxxxt,uxxxxx 的多项式.为了行文简洁,省略其烦琐和巨大量的

符号计算及过程.令多项式的各项系数为零,可得关于系数函数ξ,τ,η的超决定方程组

ξu =0,ξt=0,τu =0,τx =0,ηuu =0,ηtu =0,4ηuxxx -ξxxxx =0,3ηuxx -2ξxxx =0,

2ηux -3ξxx =0,ηuxxxx +4ξx =0,ηtxxxx +ηt+(up +1)ηx =0,

pupη+(up +1)uτt-(up +1)uηuxxxx -(up +1)uξx =0.
  若p≠1,则解之超决定方程组,得其解为ξ=c1,τ=c2,η=0.若p=1,超决定方程组的解为

ξ=c1,η=(u+1)c2,τ=-c2t+c3.
其中,c1,c2,c3 为任意常数.采用类似的方法,可讨论方程(2)的决定方程的通解,因此获得下述相关结论.

定理1 若p≠1,方程(1)的对称群的全体生成元,构成一个二维李代数L2=span{Y1,Y2},并有下列

一组基Y1=
∂
∂x
,Y2=

∂
∂t.若p=1,方程(1)的对称群的全体生成元,构成一个三维李代数L3=span{X1,X2,

X3},并有下列一组基X1=
∂
∂x
,X2=

∂
∂t
,X3=(u+1)

∂
∂u-t∂∂t.

  定理2 方程(2)的对称群的全体生成元,构成一个二维李代数L̂2=span{Z1,Z2},并有下列一组基

Z1=
∂
∂x
,Z2=

∂
∂t.

1.2 李代数L3 的子李代数分类

当p=1时,研究方程(1)的群不变解、约化方程及精确解,探寻满足实际意义的真实精确解,需要构造

李代数L3 的换位子运算表、最优化子李代数分类系统.李代数L3 的交换位子运算结果列于表1.

采用李代数L3 的交换位子运算表1,可得相应的内自同构为A1:x3
∂
∂x2

,A2:-x2
∂
∂x2

,其对应的变换

李群分别为:A1:x1=x1,x2=x3a1+x2,x3=x3,A2:x1=x1,x2=x2exp(-a2),x3=x3,其中,a1,a2分

别是李群A1,A2 对应的群参数.
定理3 对任意常数c,李代数L3 的一维、二维及三维最优化子李代数系统分类为span{X2+cX1},

span{X3+cX1},span{X1},span{X1,X3},span{X1,X2},span{X3+cX1,X2},span{X1,X2,X3}.
1.3 方程(1)和(2)的群不变解

采用李代数L3 的一维最优化子李代数系统分类结果,探寻方程(1)的群不变解、精确解及约化方程.
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  情形span{Y2+cY1}.算子Y2+
cY1 的不变量为J1 =k(x -ct),

J2=u,k和c均为常数.因此,方程

(1)的群不变解、行波解的表达式可

写成u(x,t)=U(ξ),ξ =k(x -
ct),其中,k和c分别表示波数和波

速,函数U 满足方程

表1 李代数L3 的交换位子运算表

Tab.1 ThetableofcommutatorsfortheLiealgebraL3

[,] X1 X2 X3

X1 0 0 0

X2 0 0 -X2

X3 0 X2 0

ck4U(5)+(c-1)U'-UpU'=0. (4)

  情形span{X3+cX1}.算子X3+cX1 的不变量为J1=tcexp(x),J2=(u+1)t.因此,借助于平移算子

X2 的平移作用,当p =1时,方程(1)的群不变解的表达式可写成u(x,t)=
1

t+τ0
U(ξ)-1,ξ=(t+

τ0)cexp(x),其中,τ0 为常数,函数U 满足方程

cξ5U
(5)+(10c-1)ξ4U

(4)+(25c-6)ξ3U
(3)+(15c-7)ξ2U″+(2c-1)ξU'+ξUU'-U=0.

  情形span{Y1}和span{Z1}.算子Y1 和Z1 的不变量均为J1=t,J2=u.于是,群不变解的表达式均可写

成u(x,t)=φ(t),分别代入方程(1)和(2)得到φ'=0.因此,其平凡解是u(x,t)=α,α是常数.
情形span{Z2+cZ1}.算子Z2+cZ1 的不变量为J1=k(x-ct),J2=u,k和c均为常数.因此,方程(2)

的群不变解、行波解的表达式可写成u(x,t)=U(ξ),ξ=k(x-ct),其中,k和c分别表示波数和波速,函数

U 满足方程ck4U(5)+kμU″+(c-1)U'-UU'=0.

2 exp(-φ(ξ))展式法

鉴于方程(1)精确解的缺乏,诸多研究常采用数值离散技术[5-13].而现有的精确求解方法[14,16],并非对

每一个方程都是行之有效的,文献[1-13]表明探索方程(1)的精确解是一个棘手的问题.针对方程(1)的结

构和特征,构造exp(-φ(ξ))展式法探究其精确解,具体构造框架、算法核心思想及主要步骤阐释如下.考虑

非线性偏微分方程

H(u,ux,ut,uxx,uxt,utt,…)=0, (5)
其中u=u(x,t)是未知函数,H 是关于u和u的所有偏导数的多项式,并且涵盖u的最高阶偏导数项和非线

性项.
第1步 作行波函数变换ξ=k(x-ct),其中k和c均为常数,分别表示波数和波速.假设u(x,t)=U(ξ)

为方程(5)的解,则方程(5)约化为方程

H(U,kU',-kcU',k2U″,-k2cU″,k2c2U″,…)=0, (6)

其中U'=
dU
dξ
,U″=

d2U
dξ

2
,….

第2步 对于高阶方程,若可能则事先对方程(6)两边同时关于变量ξ积分一次或多次,再假设方程(6)
的解的表达式为

U(ξ)=a0+a1exp(-φ(ξ))+…+an(exp(-φ(ξ)))n, (7)
其中ai(i=0,…,n)均为待定常数,正整数n可利用齐次平衡原理[14,16]的核心思想,通过平衡方程(6)中的

最高阶导数项与非线性项而得到.函数φ=φ(ξ)满足方程

dφ
dξ

=a2exp(φ(ξ))+b2exp(-φ(ξ))+2ab, (8)

其中a,b∈R,方程(8)的显式精确解为

φ(ξ)=ln(b2ξ+ξ0),a=0;φ(ξ)=ln(-
b(aξ+ξ0)+1
a(aξ+ξ0)

),a≠0,ξ0 ∈R. (9)

  第3步 将U=U(ξ)的表达式(7)代入方程(6),采用数学软件REDUCE计算整理得关于exp(φ(ξ))
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的多项式.令exp(jφ(ξ))(j=0,1,…)的所有系数为零,可获得关于待求参数ai(i=0,…,n),a,b,c,k的代

数方程组.
第4步 运用吴消元法[17]结合数学软件REDUCE计算,将求得的系数ai(i=0,…,n),a,b,c,k 代入

方程(7),再结合φ=φ(ξ)满足方程(8)及其解式(9),即可获得方程(6)的显式行波解.

3 显式行波解

3.1 当p=1时,方程(1)的显式行波解

针对方程(1)的结构特征,采用exp(-φ(ξ))展式法(8)及其精确解(9)探寻方程(1)的显式行波解.若取

p=1,则方程(4)变成 (1-c)U'-ck4U(5)+UU'=0,然后对此方程两边关于ξ同时积分一次,记积分常数

为c0,于是得到

2(1-c)U-2ck4U(4)+U2+2c0=0. (10)

  由方程(10)中U(4)与U2两项,采用齐次平衡原理,可得到n=4,再结合exp(-φ(ξ))展式法(7)式,方
程(10)的解的表达式可假设写成

U(ξ)=a0+a1exp(-φ(ξ))+a2(exp(-φ(ξ)))2+a3(exp(-φ(ξ)))3+a4(exp(-φ(ξ)))4,(11)
其中,ai(i=0,…,4)为待定常数,函数φ=φ(ξ)满足方程(8).将表达式(11)代入方程(10),反复利用式(8)
结合数学软件REDUCE计算,可得关于exp(φ(ξ))的多项式方程,分别令exp(jφ(ξ))(j=0,…,8)的系数

为零,得到关于系数aj(j=0,…,4),a,b,c,k,c0 的方程组

a4(a4-1680b8ck4)=0,5280aa4b7ck4-a3a4+360a3b8ck4=0,

28320a2a4b6ck4+4320aa3b7ck4-2a2a4+240a2b8ck4-a3
2=0,

21024a3a4b5ck4+5472a2a3b6ck4+672aa2b7ck4-a1a4+24a1b8ck4-a2a3=0,

37440a4a4b4ck4+15120a3a3b5ck4+3120a2a2b6ck4+240aa1b7ck4-2a0a4-2a1a3-a22+2a4c-2a4=0,

10080a5a4b3ck4+6120a4a3b4ck4+1920a3a2b5ck4+240a2a1b6ck4-a0a3-a1a2+a3c-a3=0,

6240a6a4b2ck4+5760a5a3b3ck4+2640a4a2b4ck4+480a3a1b5ck4-2a0a2-a1
2+2a2c+2a2=0,

480a7a4bck4+720a6a3b2ck4+480a5a2b3ck4+120a4a1b4ck4-a0a1+a1c-a1=0,

48a8a4ck4+144a7a3bck4+144a6a2b2ck4+48a5a1b3ck4-a2
0+2a0c-2a0-2c0=0.

采用吴消元法和数学软件REDUCE计算,解之得一组非零解为

c=1± 2c0,a0=1680a4b4ck4+c-1,a1=6720a3b5ck4,

a2=10080a2b6ck4,a3=6720ab7ck4,a4=1680b8ck4. (12)
因此,当p=1时,把系数(12)代入方程(11),利用φ=φ(ξ)满足方程(8)及其解的表达式(9),得到方程(1)
的显式行波解分别为

u(x,t)=
1680c

(x-ct+σ)4
+c-1,c,σ∈R. (13)

u(x,t)=b5ck4(6720a3g(ξ)+10080a2bg2(ξ)+6720ab2g3(ξ)+1680b3g4(ξ))+

1680a4b4ck4+c-1,g(ξ)=-
a(aξ+ξ0)

b(aξ+ξ0)+1
,ξ=k(x-ct),c=1± 2c0. (14)

当p=1时,解(13)和(14)进一步表明了文献[4]中方程(1)的解的存在性理论证明的正确性.
3.2 当p=2时,方程(1)的行波解

利用exp(-φ(ξ))展式法(8)及其精确解(9),探究方程(4)的精确解.若选取p=2,则方程(4)转化成

k4cU(5)+(c-1)U'-U2U'=0,对此方程两边同时关于变量ξ 积分一次,并记c1 为积分常数,得到

3k4cU(4)+3(c-1)U-U3+c1=0. (15)

  采用齐次平衡原理,平衡方程(15)中U(4)与U3项得到n=2,于是利用exp(-φ(ξ))展式法(7),可假设

方程(15)的解的表达式为

U(ξ)=b0+b1exp(-φ(ξ))+b2(exp(-φ(ξ)))2, (16)
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其中函数φ=φ(ξ)满足方程(8),参数bi(i=0,1,2)为待定常数.将U=U(ξ)的表达式(16)代入方程(15).
反复运用(8)式及数学软件REDUCE计算,得关于exp(φ(ξ))的多项式,令exp(jφ(ξ))(j=0,…,6)的系

数为零,得关于系数b0,b1,b2,a,b,c1,c,k的方程组.采用吴消元法和数学软件REDUCE计算,获得一组非

零解为

c=1,c1=0,b0=6 10a2b2k2ε,b1=12 10ab3k2ε,b2=6 10b4k2ε,ε=±1. (17)

  把解(17)代入表达式(16),利用函数φ=φ(ξ)满足方程(8)及解的表达式(9),则得到当p=2时方程

(1)的显式行波解分别为

u(x,t)=
6 10ε

(x-t+σ)2
,σ∈R,ε=±1. (18)

u(x,t)=6 10b2k2ε(a-
ab(aξ+ξ0)

b(aξ+ξ0)+1
)2,ξ=k(x-t),a,b,ξ0 ∈R,ε=±1. (19)

  文献[8-9]利用数值技术,讨论了广义Rosenau方程(1)的解的存在性等相关问题.当p=2时,解(18)
和(19)从理论上证明了广义Rosenau方程的解的存在性.
3.3 当p=4时,方程(1)的行波解

采用exp(-φ(ξ))展式法(8),探寻方程(4)的精确解.若取p=4,则方程(4)变成k4cU(5)+(c-1)U'-
U4U'=0,对此方程两边同时关于变量ξ 积分一次,并记c2 为积分常数,得到

5k4cU(4)+5(c-1)U-U5+c2=0. (20)
由方程(20)中U(4)与U5 项,采用齐次平衡原理,可得到n=1.注意到exp(-φ(ξ))展式法(7)式,于是假设

方程(20)的解的表达式为

U(ξ)=d0+d1exp(-φ(ξ)), (21)
其中,di(i=0,1)为待定常数,函数φ=φ(ξ)满足方程(8).把U=U(ξ)的表达式(21)代入方程(20).反复

利用(8)式及数学软件REDUCE计算,得到关于exp(φ(ξ))的多项式,于是令exp(jφ(ξ))(j=0,…,5)的

系数为零,可得关于系数d0,d1,a,b,c,k,c2 的方程组.运用吴消元法和数学软件REDUCE计算,解得一组

非零解为

c=1,c2=0,d0=
4
120abkε,d1=

4
120b2kε,ε=±1. (22)

将解(22)代入表达式(21),采用函数φ=φ(ξ)满足方程(8)及解的表达式(9),则可获得当p=4时方程(1)
的显式行波解分别为

u(x,t)=
4
120b2kε

b2k(x-t)+ξ0
,ε=±1. (23)

u(x,t)=
4
120abkε

b(aξ+ξ0)+1
,ξ=k(x-t),ε=±1. (24)

  文献[8-9]采用数值离散方案,探讨了广义Rosenau方程(1)的解的存在性等相关问题.当p=4时,解
(23)和(24)从理论上表明了广义Rosenau方程(1)的解的存在性.

4 解的动力学行为

4.1 行波解(13)和(14)的动力学行为

方程(1)用于模拟和研究一些大型离散系统的流体动力学行为.文献[6-7]采用数值方法,探讨

Rosenau方程的初值和边值问题解的存在性、唯一性、误差估计、渐近稳定性、收敛性及解的动力学行为等.
当p=1时,采用exp(-φ(ξ))展式法找到的方程(1)的解(13)和(14)具有永久存在性,即t∈(-∞,+∞).
解(13)和(14)均满足u(x,t)→c-1,当t→±∞或x→±∞时,表明解具有渐近稳定性;此外ux(x,t)→
0,uxx(x,t)→0,当x→±∞.当c=1时,解(13)和(14)具有孤立波解的特征和性质.解(13)对应的边界和初

值条件分别为u(0,t)=
1680c
(σ-ct)4

+c-1,u(∞,t)=c-1,u(x,0)=
1680c
(x+σ)4

+c-1,σ∈R.解(14)对应
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的边界和初值条件分别为u(0,t)=b5ck4(6720a3g(t)+10080a2bg2(t)+6720ab2g3(t)+1680b3g4(t))+

1680a4b4ck4 + c - 1,g(t)=-
a(ξ0-akct)

b(ξ0-akct)+1
,u(∞,t)=c - 1,c =1 ± 2c0,u(x,0)=

b5ck4(6720a3g(x)+10080a2bg2(x)+6720ab2g3(x)+1680b3g4(x))+1680a4b4ck4+c-1,g(x)=

-
a(akx+ξ0)

b(akx+ξ0)+1
,c=1± 2c0.

  选取参数c=2,σ=2.5和c=1,k=1,a=2,b=2,ξ0=2.5,解(13)和(14)在矩形区域[0,10]×[0,8]和
[0,100]×[0,100]上的图像分别见图1的(a)和(b),表明解(13)和(14)是钟状型孤立波.

4.2 行波解(18)和(19)的动力学行为

文献[8-9]采用数值技术,讨论了广义Rosenau方程(1)初值和边值问题解的一系列相关性质及动力

学行为等.当p=2时,运用exp(-φ(ξ))展式法找到的解(18)和(19)具有永久存在性,即t∈(-∞,+∞).
解(18)和(19)都满足条件u(x,t)→0,当x→±∞或t→±∞时,表明解是渐近稳定的.当x→±∞时,有

ux(x,t)→0,uxx(x,t)→0,表明解(18)和(19)满足孤立波解的特征和性质.解(18)对应的边值和初值条件

分别为u(0,t)=
6 10ε
(t-σ)2

,u(∞,t)=0,u(x,0)=
6 10ε
(x+σ)2

,ε=±1.

  当p=2时,解(18)在矩形区域D=[0,L]×[0,T]上对应的边界和初值条件分别为u(0,t)=
6 10ε
(t-σ)2

,

u(L,t)=
6 10ε

(t-σ-L)2
,uxx(0,t)=

36 10ε
(t-σ)4

,uxx(L,t)=
36 10ε
(t-σ-L)4

,u(x,0)=
6 10ε
(x+σ)2

,ε=±1.解(18)

及其矩形区域D 上对应的边界和初值条件,可用于验证数值解的精度、稳定性和数值离散方案的优劣等,如
文献[9]中在缺乏精确解的条件下开展的数值模拟实验.

当p=2时,解(19)对应的边值和初值条件分别为u(0,t)=6 10b2k2ε(a-
ab(ξ0-akt)

b(ξ0-akt)+1
)2,u(∞,

t)=0,u(x,0)=6 10b2k2ε(a-
ab(akx+ξ0)

b(akx+ξ0)+1
)2,ε=±1.

  选取参数σ=2,ε=1和k=2,a=1,b=2,ξ0= -2.5,ε= -1,解(18)和(19)在矩形区域[0,4]×[0,

8]和[0,8]×[0,4]上的图像分别见图2中的(a)和(b),表明解(18)和(19)分别是钟型和反钟型孤立波.图2中的

(a)和(b)及解(18)和(19)的表达式,可得出解是具有形状不变的脉冲状的钟型或反钟型,依赖于ε=±1的选取.
4.3 行波解(23)和(24)的动力学行为

文献[8-9]利用数值方法,分析了广义Rosenau方程(1)的解的存在性、误差估计、解的渐近稳定性及

解的动力学行为性质等.当p=4时,利用exp(-φ(ξ))展式法获得的解(23)和(24)均具有永久存在性,即
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t∈(-∞,+∞).解(23)和(24)都满足u(x,t)→0,当x→±∞或t→±∞时,表明解具有渐近稳定性.当

x →±∞时,均有ux(x,t)→0,uxx(x,t)→0,解(23)和(24)均具有孤立波的特征和性质.解(23)对应的边

值和初值条件分别为u(0,t)=
4
120b2kε

ξ0-b2kt
,u(∞,t)=0,u(x,0)=

4
120b2kε

b2kx+ξ0

,ε=±1.

  当p=4时,解(24)对应的边值和初值条件分别为

u(0,t)=
4
120abkε

b(ξ0-akt)+1
,u(∞,t)=0,u(x,0)=

4
120abkε

b(akx+ξ0)+1
,ε=±1.

  选取参数k=1,a=1,b=3,ξ0=2和k=30,a=1,b=20,ξ0=-4,解(23)和(24)在矩形区域[0,8]×
[0,4]上的图像分别见图3中的(a)和(b),其中ε=1,表明解(23)和(24)是钟型和扭结型交错状的孤立波.图

3中的(a)和(b)结合解(23)和(24)的表达式,可得出解是钟型,还是反钟型、扭结型、反扭结型交错状的孤立

波,取决于ε=±1的选取.

5 结束语

找到了方程(1)和(2)的对称群和群不变解.构造了一种精确求解非线性偏微分方程的exp(-φ(ξ))展
式法.采用该方法获得了方程(1)的行波解,文献[1-13]均未报道过这些解.找到的解表明了文献[4]中方程

(1)的解的存在性理论证明的正确性,而且对进一步研究和寻找方程(1)的精确解,既有理论价值又有实际意

义,也为数值解提供了理论依据和参考.构造的exp(-φ(ξ))展式法可用于求解其他非线性偏微分方程,如
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广义Rosenau方程ut+αux +βxxxxt+γpux =0,变系数的Burgers方程ut+αuxx +βux =0和KdV方程

ut+αuxxx +βux =0,其中α,β,γ,p 为常数.如何构造行之有效的精确求解方法,挖掘出方程(1)和(2)中蕴

藏着的更多类型的精确解,值得在今后的研究中进一步探索和创新.
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ExplicittravellingwavesolutionsanddynamicbehaviorsoftheRosenauequation

LinFubiao,YangXinxia,ZhangQianhong

(SchoolofMathematicsandStatistics,GuizhouUniversityofFinanceandEconomics,Guiyang550025,China)

Abstract:ItistypicallydifficulttoobtainexplicitexactsolutionsoftheRosenauequation,itwasusuallyintensivelyin-
vestigatedbyuseofthenumericalschemesandtechniques.Firstly,symmetricgroups,reducedordinarydifferentialequations
andgroupinvariantsolutionsoftheRosenauequationweregivenbythemethodofclassicalLiegroupanalysis.Secondly,an
exp(-φ(ξ))-expansionmethodforsolvinganalyticallynonlinearpartialdifferentialequationwasconstructed.Moreover,ex-

plicittravellingwavesolutionsoftheRosenauequationwerefoundbyusingtheexp(-φ(ξ))-expansionmethod,thecorre-
spondingdynamicbehaviorsofsolutionswerealsoanalyzed.Finally,ontheonehand,theexistenceofsolutionsoftheRosenau
equationwasdemonstratedbytheseobtainedexplicittravellingwavesolutions.Theseobtainedexactsolutionscanbeusedto
verifyaccuracyofnumericalsolution,testadvantagesanddisadvantagesofnumericaldiscretescheme,andstudydynamicbe-
haviorsofsolutions.Inaddition,italsoprovidesatheoreticalbasisforthepracticalapplicationinthefieldofengineering.

Keywords:Rosenauequation;explicittravellingwavesolution;dynamicbehavior
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