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具有分数Brown运动的分数阶中立型随机微分
方程解的存在唯一性

李国平1,韩婷1,2

(1.宁夏大学 新华学院,银川750021;2.宁夏大学 数学统计学院,银川750021)

摘 要:研究了一类在 Hilbert空间中具有分数Brown运动的分数阶中立型随机微分方程,利用Picard逐步

逼近法得到了其非Lipschitz条件和弱化的线性增长条件下粘性解的新的存在唯一性的充分条件.所提的研究方法

使得先前一些研究结果得到了拓展.最后通过具有分数Brown运动的随机非线性波动方程验证了理论的有效性.
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中立型随机微分方程因其在理论和实际中具有重要意义,引起了越来越多学者的关注[1-3].分数阶中立

型随机微分方程同时包含了分数阶导数和滞后项,可以用来描述具有长程记忆和非局部相关性的随机现象,
因而在随机控制、金融工程、生态学等领域中具有广泛的应用.近年来,分数阶中立型随机微分方程有着显著

的发展[4-6].分数Brown运动是一种自相关性更强的随机过程,在统计学上具有相似性和长程依赖性质.其

自相关性的变化由Hurst参数H∈(0,1)控制,当H>
1
2

时具有长记忆.这些重要的特性使得分数Brown运

动可以更好地描述一些非马尔可夫性质的随机过程,如金融市场中的价格波动、气象学中的气温变化、地震

学中的地震活动等.为了更好地理解和模拟一些现实世界中的随机现象,研究关于分数Brown运动和相关

问题的随机微分方程具有重要意义.学者们也对由分数Brown运动驱动的随机微分方程的理论进行了深入

研究[7-10].对于具有分数Brown运动的分数阶中立型随机微分方程的理论研究还不够完善.
本文考虑如下具有分数Brown运动的分数阶中立型随机微分方程

d[J1-α
t (x(t)-u(t,xt)-φ(0)+u(0,φ))]=[Ax(t)+f(t,xt)]dt+g(t,xt)dBH(t)+

∫Z
h(t,xt,z)N(dt,dz),t⩾0,

x(t)=φ(t),t∈ [-τ,0],τ>0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(1)

其中φ ∈C∶=C([-τ,0];X)表 示 从[-τ,0]到 X 的 所 有 连 续 函 数 全 体,其 范 数 为 ‖η‖C =

supt∈[-τ,0]‖η(t)‖X.J1-α
t 是(1-α)-阶Riemann-Liouville分数积分算子,其中1

2<α<1.A 是Hilbert空

间X 中有界线性算子{T(t)}t⩾0 的解析半群的无穷小生成元.BH 是 Hilbert空间Y 上的具有 Hurst参数
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H ∈(
1
2
,1)的分数Brown运动.xt={x(t+θ):-τ⩽θ⩽0}是C([-τ,0];X)-值的随机过程.u,f:R+×

C →X,g:R+×C → L02(Y,X),h:R+×C ×Z → X 均 可 测.其 中 L02(Y,X)表 示 从Y 到 X 的 所 有

Q-Hilbert-Schmidt算子的空间(见第1节).
由于微分方程解的存在唯一性是研究解的适定性的一个关键问题,而随机微分方程的解析解不易获得,

因此对解的存在唯一性的研究显得尤为重要.文献[4-5]在Lipschitz条件下利用了不动点原理和Picard逐

步逼近法讨论了一类中立型随机微分方程解的存在唯一性.文献[10]利用不动点原理研究了一类具有分数

Brown运动的中立型随机微分方程解的存在唯一性,但对于分数阶中立型随机微分方程的解的研究结果,
相关文献较少.同时对于系数满足全局Lipschitz条件和线性增长条件的情况,文献[6-8]给出了一类时滞

分数阶中立型随机微分方程解的存在性和唯一性的结果.然而,当讨论现实世界中的变量应用时,全局Lips-
chitz条件甚至局部Lipschitz条件相对较强.本文讨论具有分数Brown运动的分数阶中立型随机微分方程

在非Lipschitz条件以及弱化的线性增长条件下的粘性解的存在性和唯一性问题,Lipschitz条件作为本文条

件的特殊情形,从而使分数阶中立型随机微分方程解的存在性和唯一性理论得到了进一步扩展.

1 预备知识

令 (Ω,F,Ft,P)是由一族右连续递增的σ-代数流{Ft,t⩾0}生成的完备概率空间,且满足Ft ⊂F.令
(Z,E,ν(dz))是σ-有限可测空间,(pt)t>0 是定义在(Ω,F,P)上的平稳Poisson点过程,特征测度为ν.用

N(t,dz)表示pt 的计数测度.对于Λ∈E使得N̂(t,Λ)∶=E(N(t,Λ))=tν(Λ).定义N(t,dz)∶=N(t,dz)-
tν(dz),Poisson鞅测度由pt 生成.

下面给出无限维分数Brown运动的 Wiener积分的一些概念和引理.

考虑具有任意水平b的时间区间[0,b],令{β
H(t),t∈[0,b]}是具有Hurst参数H ∈(

1
2
,1)的一维分

数Brown运动.由定义可知β
H 是中心Gauss过程,协方差函数为

RH(t,s)=E[β
H(t)β

H(s)]=
1
2
(t2H +s2H -|t-s|2H).

  另外,β
H 的 Wiener积分可表示为

β
H(t)=∫

t

0
KH(t,s)dW(s), (2)

其中W ={W(t),t∈ [0,b]}是 Wiener过程,当t>s时,KH(t,s)由下列式子给出

KH(t,s)=cHs
1
2-H∫

t

s
(u-s)H-

3
2uH-

1
2du,

其中cH =
H(2H -1)

B(2-2H,H -
1
2
)
,B(·)表示Beta函数.当t⩽s时,取KH(t,s)=0.

令X 和Y 是实的可分的Hilbert空间,L(Y,X)是从Y 到X 的所有有界线性算子构成的空间,具有通常

的算子范数 ‖·‖.Q ∈L(Y,Y)是由Qen =λnen 定义的算子.为了定义关于Q-分数Brown运动的 Wiener
积分,引入由所有 Q-Hilbert-Schmidt算子ψ:Y → X 构成的空间 L02∶=L02(Y,X).如 果 ‖ψ‖

2
L02 ∶=

∑
∞

n=1
‖ λnψen‖2 < ∞,且空间L02 是具有内积<ϕ,ψ>L02 =∑

∞

n=1

<ϕen,ψen>的可分的 Hilbert空间,则称ψ ∈

L(Y,X)是Q-Hilbert-Schmidt算子.
令函数在 (ϕ(s))s∈[0,b]在空间L02(Y,X)上取值,ϕ 关于BH 的 Wiener积分定义为

∫
t

0
ϕ(s)dBH(s)=∑

∞

n=1∫
t

0
λnϕ(s)endβH

n (s)=∑
∞

n=1∫
t

0
λn(K*

H(ϕen))(s)dWn(s). (3)

  引理1[9] 如果ψ:[0,b]→L02(Y,X)满足∫
b

0
‖ψ(s)‖

2
L02ds<∞,则式(3)中的和式是X-值的随机变量,
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并且有E‖∫
t

0
ψ(s)dBH(s)‖2 ⩽2Ht2H-1∫

t

0
‖ψ(s)‖

2
L02ds.

假设A 是解析半群T(t)的无穷小生成元,且0∈ρ(A),对于β∈ (0,1),定义如下分数幂算子

(-A)-β =
sinπβ
π∫

∞

0
s-β(sI-A)-1ds.

  定义1[11] 令A 是解析半群T(t)的最小生成元.对任意β>0,定义(-A)β =((-A)-β)-1.
引理2[11] 令A 是解析半群T(t)的无穷小生成元.如果0∈ρ(A),则(i)若β⩾γ>0,则Xβ ⊂Xγ;

(ii)若β,γ>0,则对任意x ∈D((-A)η),有(-A)β+γx=(-A)β(-A)γx,其中η=max(β,γ,β+γ);
(iii)对任意x ∈D((-A)β),有T(t)(-A)βx =(-A)βT(t)x;(iv)对任意β>0,存在正常数Cβ 使得

‖(-A)βT(t)‖ ⩽Cβt-β.
下面给出分数阶微积分的定义和一些特殊函数,见文献[8,12].
定义2 设f∶[0,b]→X,α>0,Riemann-Liouville分数阶积分定义为

Jα
tf(t)=

1
Γ(α)∫

t

0

f(s)
(t-s)1-α

ds. (4)

  定义3 设f∶[0,b]→X,α>0,Riemann-Liouville分数阶导数定义为

Dα
tf(t)=

d
dtJ

1-α
t f(t). (5)

  定义4 设f∶[0,b]→X,α>0,Caputo分数阶导数定义为
CDα

tf(t)=Dα
t(f(t)-f(0)). (6)

  定义5 Mittag-Leffler函数定义为

Eα,β
(z)=∑

∞

n=0

zn

Γ(αn+β)
,α,β>0,z∈C, (7)

其中C 表示复平面.当β=1,令Eα(z)=Eα,1(z).
定义6 Mainardi函数定义为

Mα(z)=∑
∞

n=0

(-z)n

n! Γ(-αn+1-α)
,0<α<1,z∈C. (8)

  函数Mα(r)的Laplace变换(见文献[13]).且Mα(z)满足等式(9)(见文献[13]).

∫
∞

0
rδMα(r)dr=

Γ(δ+1)
Γ(αδ+1)

,δ>-1,0<α<1. (9)

  下面给出方程(1)的粘性解定义.
定义7 若随机过程 {x(t),t∈ [0,b]},0⩽b< ∞,满足下列3个条件:

(i)x(t)是Ft 可适应的,且∫
b

0
‖x(t)‖2Xdt<∞几乎必然成立;(ii)x(t)=φ(t),t∈[-τ,0];(iii)对

任意的t∈ [0,b],有

x(t)=Tα(t)[φ(0)-u(0,φ)]+u(t,xt)+∫
t

0
(t-s)α-1ASα(t-s)u(s,xs)ds+

∫
t

0
(t-s)α-1Sα(t-s)f(s,xs)ds+∫

t

0
(t-s)α-1Sα(t-s)g(s,xs)dBH(s)+

∫
t

0∫Z
(t-s)α-1Sα(t-s)h(s,xs,z)N(ds,dz), (10)

其中

Tα(t)x=∫
∞

0
Mα(r)T(tαr)xdr,t⩾0,x∈X, (11)

Sα(t)x=∫
∞

0
αrMα(r)T(tαr)xdr,t⩾0,x∈X. (12)

则该随机过程称为方程(1)的粘性解.
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给出下列假设条件.
(H1)A 是有界线性算子{T(t),t⩾0}在X 上的解析半群的无穷小生成元,对t⩾0存在M⩾1使得

M∶= sup
t∈[0,∞)

‖T(t)‖ < ∞. (13)

  (H2)(i)存在函数 H(t,r):R+×R+→R+,对任意固定的r⩾0,在t⩾0时局部可积.并且对任意固定的

t∈ [0,b],H(t,r)是关于r的连续单调不减的凹函数.此外,对于任意t∈ [0,b]和u∈X,下列不等式成

立:‖f(t,u)‖2X +‖g(t,u)‖2L02 +∫Z
‖h(t,u,z)‖2Xν(dz)⩽H(t,‖u‖2C),t∈ [0,b].

  (ii)对任意常数γ>0,微分方程dθ
dt=γH(t,θ),t∈ [0,b],对任意初值θ0 有全局解.

(H3)(i)存在函数G(t,r):R+×R+→R+,对任意固定的r⩾0,在t⩾0时局部可积.并且对任意固定的

t∈[0,b],G(t,r)是关于r连续单调不减的凹函数,G(t,0)=0.此外,对任意固定的t∈[0,b]和u,v∈X,

下列不等式成立:‖f(t,u)-f(t,v)‖2X +‖g(t,u)-g(t,v)‖2L02 +∫Z
‖h(t,u,z)-h(t,v,z)‖2Xν(dz)⩽

G(t,‖u-v‖2C),t∈ [0,b].

  (ii)对任意常数γ>0,若非负函数z(t)满足z(t)⩽γ∫
t

0
G(s,z(s))ds,t∈[0,b],则对任意t∈[0,b]

有z(t)=0成立.
(H4)存在常数β∈(0,1)和K ⩾0使得对任意x,y∈X 和t⩾0,映射u(t,x)∈D((-A)β)满足下

列不等式 ‖(-A)βu(t,x)-(-A)βu(t,y)‖X ⩽K‖x-y‖C.并假设t⩾0时,u(t,0)=0.
注1 令G(t,u)=L(t)G1(u),t∈[0,b],其中L(t)⩾0且非负可积.G1(u):R+→R+,是凹的非减函

数,G1(0)=0,当u>0时,G1(u)>0,且∫0+

1
G1(u)

du=∞.由微分方程比较定理可得假设(H3-ii)成立.特

别地,若令G(t,u)=Lu,u⩾0,其中L>0为常数,则假设(H3-i)为Lipschitz条件.文献[2,4-5]中的Lip-
schitz条件是本文提出的条件的特殊情形.

2 解的存在唯一性

本节给出粘性解的存在唯一性定理.
定理1 若(H1)~(H4)以及下列不等式成立

l∶=
5K2α2b2αβC2

1-βΓ
2(β+1)

(2αβ-1)Γ2(αβ+1)(1-K‖(-A)-β‖)
+K‖(-A)-β‖ <1, (14)

其中αβ>
1
2
,C1-β

在引理2中给出,则方程(1)在空间C([-τ,0];X)中存在唯一解.

证明 令x0(t)=Tα(t)φ(0),t∈ [0,b]且xn(t)=φ(t),n=0,1,2,….对t∈ [-τ,0],定义下列逐

次逼近序列:对每个整数n=1,2,…,

xn(t)=Tα(t)[φ(0)-u(0,φ)]+u(t,xn
t)+∫

t

0
(t-s)α-1ASα(t-s)u(s,xn

s)ds+

∫
t

0
(t-s)α-1Sα(t-s)f(s,xn-1

s )ds+∫
t

0
(t-s)α-1Sα(t-s)g(s,xn-1

s )dBH(s)+

∫
t

0∫Z
(t-s)α-1Sα(t-s)h(s,xn-1

s ,z)N(ds,dz). (15)

  证明分为如下3个步骤.
步骤1证明 对0⩽t⩽b,序列{xn(t),n⩾0}是有界的.由式(15)易得:

Esup
0⩽s⩽t

‖xn(s)-u(s,xn
s)‖

2
X ⩽5Esup0⩽s⩽t

‖Tα(s)[φ(0)-u(0,φ)]‖
2
X +5Esup

0⩽s⩽t
‖∫

s

0
(s-r)α-1ASα(s-

r)u(r,xn
r)dr‖

2
X +5Esup

0⩽s⩽t
‖∫

s

0
(s-r)α-1Sα(s-r)f(r,xn-1

r )dr‖2X +5Esup
0⩽s⩽t

‖∫
s

0
(s-
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r)α-1Sα(s-r)g(r,xn-1
r )dBH(r)‖2X +5Esup

0⩽s⩽t
‖∫

s

0∫Z
(s-r)α-1Sα(s-

r)h(r,xn-1
r ,z)N(dr,dz)‖2X =∶5∑

5

i=1
Ii. (16)

由式(9)、(11)和(13)可得:

‖Tα(t)‖ ⩽M. (17)
根据(H4)和式(17)可得:

I1 ⩽2[Esup
0⩽s⩽t

‖Tα(s)φ(0)‖
2
X +Esup

0⩽s⩽t
‖Tα(s)u(0,φ)‖

2
X]⩽

2[M2E‖φ‖
2
C +M2‖(-A)-β‖2E‖(-A)βu(0,φ)‖

2
X]⩽

2M2[1+K2‖(-A)-β‖2]E‖φ‖
2
C. (18)

由式(9)、(12)和引理2易得对于β∈(0,1),

‖(-A)1-βSα(t)‖ ⩽
αC1-βΓ(β+1)tαβ-α

Γ(αβ+1)
. (19)

  因Esup
0⩽s⩽t

‖xn-1
s ‖2C ⩽Esup

0⩽s⩽t
‖xn-1(s)‖2X +E‖φ‖

2
C.结合Hölder不等式、式(19)、引理2和(H4)有

I2 ⩽Esup
0⩽s⩽t

‖∫
s

0
(s-r)α-1(-A)1-βSα(s-r)(-A)βu(r,xn

r)dr‖
2
X ⩽Esup

0⩽s⩽t
(∫

s

0
(s-r)α-1‖(-A)1-β·

Sα(s-r)(-A)βu(r,xn
r)‖Xdr)

2 ⩽
α2C2

1-βΓ
2(β+1)

Γ2(αβ+1)
Esup

0⩽s⩽t
(∫

s

0
(s-r)α-1‖(s-r)αβ-α(-A)β·

u(r,xn
r)‖Xdr)

2 ⩽
α2C2

1-βΓ
2(β+1)

Γ2(αβ+1)
Esup

0⩽s⩽t∫
s

0
(s-r)2αβ-2dr∫

s

0
‖(-A)βu(r,xn

r)‖
2
Xdr⩽

K2α2t2αβC2
1-βΓ

2(β+1)
(2αβ-1)Γ2(αβ+1)

E(sup
0⩽s⩽t

‖xn(s)‖2X +‖φ‖
2
C). (20)

再由式(9)、(12)和(13)可得:

‖Sα(t)‖ ⩽
M
Γ(α).

(21)

  根据(H2)、Hölder不等式和Jensen不等式可推出

I3 ⩽
M2

Γ2(α)
Esup

0⩽s⩽t∫
s

0
(s-r)2α-2dr∫

s

0
‖f(r,xn-1

r )‖2Xdr⩽

M2t2α-1

(2α-1)Γ2(α)∫
t

0
H(r,E(sup

0⩽v⩽r
‖xn-1(v)‖2X +‖φ‖

2
C))dr. (22)

  另一方面,由(H2)和引理1以及Jensen不等式可得:

I4=Esup
0⩽s⩽t

‖∫
s

0
(s-r)α-1Sα(s-r)g(r,xn-1

r )dBH(r)‖2X ⩽E‖∫
t

0
(t-s)α-1Sα(t-

s)g(s,xn-1
s )dBH(s)‖2X ⩽

2Ht2H-1M2

Γ2(α)
E∫

t

0
(t-s)2α-2ds∫

t

0
‖g(s,xn-1

s )‖2L02ds⩽

2Ht2
(H+α-1)M2

(2α-1)Γ2(α)∫
t

0
H(r,E(sup

0⩽v⩽r
‖xn-1(v)‖2X +‖φ‖

2
C))dr. (23)

  根据Jensen不等式,文献[15]中的引理1以及(H2),存在常数C1>0使得

I5 ⩽
C1M

2

Γ2(α)
E∫

t

0
(t-s)2α-2ds∫

t

0∫Z
‖h(s,xn-1

s ,z)‖2Xν(dz)ds⩽

C1t
2α-1M2

(2α-1)Γ2(α)∫
t

0
H(r,E(sup

0⩽v⩽r
‖xn-1(v)‖2X +‖φ‖

2
C))dr. (24)

  由于对x,y∈X,∈ (0,1)有 ‖x-y‖2X ⩽
1
1-

‖x‖2X +
1
‖y‖

2
X.因此,将式(18)、(20)、(22)、
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(23)和(24)代入式(16)可得:

E(sup
0⩽s⩽t

‖xn(s)‖2X +‖φ‖
2
C)⩽

1
1-K‖(-A)-β‖

Esup
0⩽s⩽t

‖xn(s)-u(s,xn
s)‖

2
X +

1
K‖(-A)-β‖

Esup
0⩽s⩽t

‖u(s,xn
s)‖

2
X +E‖φ‖

2
C ⩽

10M2(1+K2‖(-A)-β‖2)
1-K‖(-A)-β‖

E‖φ‖
2
C +E‖φ‖

2
C +

[
5K2α2b2αβC2

1-βΓ
2(β+1)

(2αβ-1)Γ2(αβ+1)(1-K‖(-A)-β‖)
+K‖(-A)-β‖]E(sup

0⩽s⩽t
‖xn(s)‖2X +‖φ‖

2
C)+

5M2b2α-1[1+2Hb2H-1+C1]
(2α-1)Γ2(α)(1-K‖(-A)-β‖)∫

t

0
H(r,E(sup

0⩽v⩽r
‖xn-1(v)‖2X +‖φ‖

2
C))dr. (25)

  条件(H2-ii)表示存在解ut 满足ut=C2E‖φ‖
2
C +C3∫

t

0
H(r,ur)dr,其中,

C2=
1
1-l

(10M
2(1+K2‖(-A)-β‖2)
1-K‖(-A)-β‖

+1),C3=
5M2b2α-1[1+2Hb2H-1+C1]

(1-l)(2α-1)Γ2(α)(1-K‖(-A)-β‖)
.

  因为E‖φ‖
2
C < ∞,所以式(25)中E(sup

0⩽s⩽t
‖xn(s)‖2X)⩽ut⩽ub < ∞.这表明序列{xn(t),n⩾0}

是有界的.
步骤2证明 {xn(t),n⩾0}是柯西序列.
对于任意n,m ⩾0和t∈ [0,b],由式(15)、(H3)和步骤1得:

Esup
0⩽s⩽t

‖xn+1(s)-u(s,xn+1
s )-xm+1(s)+u(s,xm+1

s )‖2X ⩽4Esup0⩽s⩽t
‖∫

s

0
(s-r)α-1ASα(s-r)[u(r,xn+1

r )-

u(r,xm+1
r )]dr‖2X +4Esup

0⩽s⩽t
‖∫

s

0
(s-r)α-1Sα(s-r)[f(r,xn

r)-f(r,xm
r)]dr‖

2
X +4Esup

0⩽s⩽t
‖∫

s

0
(s-

r)α-1Sα(s-r)[g(r,xn
r)-g(r,xm

r)]dBH(r)‖2X +4Esup
0⩽s⩽t

‖∫0

s

∫Z
(s-r)α-1Sα(s-

r)[h(r,xn
r,z)-h(r,xm

r,z)]N(dr,dz)‖
2
X ⩽

4K2α2b2αβC2
1-βΓ

2(β+1)
(2αβ-1)Γ2(αβ+1)

E(sup
0⩽s⩽t

‖xn+1(s)-

xm+1(s)‖2X)+
4M2b2α-1[1+2Hb2H-1+C4]

(2α-1)Γ2(α) ∫
t

0
G(r,E(sup

0⩽v⩽r
‖xn(v)-xm(v)‖2X))dr, (26)

其中C4 是文献[15]引理1中的常数.故有

E(sup
0⩽s⩽t

‖xn+1(s)-xm+1(s)‖2X)⩽
1

1-K‖(-A)-β‖
Esup
0⩽s⩽t

‖xn+1(s)-u(s,xn+1
s )-xm+1(s)+u(s,xm+1

s )‖2X +

1
K‖(-A)-β‖

Esup
0⩽s⩽t

‖u(s,xn+1
s )-u(s,xm+1

s )‖2X ⩽
4K2α2b2αβC2

1-βΓ
2(β+1)

(2αβ-1)Γ2(αβ+1)(1-K‖(-A)-β‖)
·

E(sup
0⩽s⩽t

‖xn+1(s)-xm+1(s)‖2X)+K‖(-A)-β‖E(sup
0⩽s⩽t

‖xn+1(s)-xm+1(s)‖2X)+

4M2b2α-1[1+2Hb2H-1+C4]
(2α-1)Γ2(α)(1-K‖(-A)-β‖)∫

t

0
G(r,E(sup

0⩽v⩽r
‖xn(v)-xm(v)‖2X))dr. (27)

令z(t)∶=limsup
n,m→∞

E(sup
0⩽s⩽t

‖xn(s)-xm(s)‖2X).由式(14)和Fatou引理可得z(t)⩽C5∫
t

0
G(s,z(s))ds,其

中C5=
4M2b2α-1[1+2Hb2H-1+C4]

(1-l)(2α-1)Γ2(α)(1-K‖(-A)-β‖)
.根据(H3-ii)可得z(t)=0.即{xn(t),n⩾0}是柯西

序列.
步骤3证明 方程(1)的解的存在唯一性.
Borel-Cantelli引理表明,当n→ ∞ 时,xn(t)→x(t)在0⩽t⩽b上一致成立.因此,在式(15)两边取

极限,可得x(t)是方程(1)的解,即解存在.并且通过与步骤2相同的过程可得解的唯一性.

注2 当 H =
1
2
,BH 是标准Brown运动.文献[1-3]的一些结果属于本文的特殊情形.例如当α=1,
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H =
1
2
,h=0,以及对某些常数K1 有G(t,u)=K1u,条件(H3)满足全局Lipschitz条件,这些问题在文献

[1]中进行了讨论.在注1中,当α=1,H =
1
2
,h=0以及L(t)=1时,条件在文献[2]中进行了讨论.当α=

1,H =
1
2
,h=0时,条件在文献[3]中进行了讨论.

3 例 子

为了验证理论的有效性,考虑以下具有分数Brown运动和泊松跳的分数阶中立型随机偏微分方程

d[J1-α
t (v(t,ξ)-u(t,v(t-r,ξ))-φ(0,ξ)+u(0,v(-r,ξ)))]=[

∂2

∂ξ
2v(t,ξ)+F(t,v(t-

r,ξ))]dt+Θ(t,v(t-r,ξ))dBH(t)+∫Z
h(t,v(t,ξ),z)N(dt,dz),0⩽ξ⩽1,r>0,t⩾0,

v(t,0)=v(t,1)=0,t⩾0,

v(t,ξ)=φ(t,ξ),t∈ [-τ,0],τ>0,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(28)

其中α∈(
3
4
,1),BH(t)是分数Brown运动,Hurst参数 H∈(

1
2
,1).

令X =L2[0,1],A=
∂2

∂ξ
2
,D(A)={z∈X:z,z'绝对连续,z″∈X,z(0)=z(1)=0}.则

Az=-∑
∞

n=1
n2(z,zn)zn,z∈D(A),

其中zn(x)= 2sinnπx,n=1,2,… 是A 的特征值的正交集合.已知T(t)(t⩾0)是由A 生成的紧解析半

群,且T(t)z=∑
∞

n=1
e-n2t(z,zn)zn,z∈X.存在常数M >0使得‖T(t)‖⩽M,这表明(H1)成立.若取β=

2
3
,则算子(-A)

2
3 由下式给出(-A)

2
3z=∑

∞

n=1
n

4
3(z,zn)zn,z∈D((-A)

2
3),其中D((-A)

2
3)={z(·)∈

X:∑
∞

n=1
n

4
3(z,zn)zn ∈X}.

由式(9)、(12)可得:Sα(t)z=∫
∞

0
αrMα(r)T(tαr)zdr= ∑

∞

n=1
Eα,α(-n2tα)(z,zn)zn,z∈X.令v(t)(·)=

v(t,·),t⩾0.分别定义f(t,v)(·)=F(t,v(·)),g(t,v)(·)=Θ(t,v(·)).由此可将系统(28)改写为(1)的
形式.若对 F,Θ 以 及h 施 加 合 适 的 条 件 来 满 足 定 理1的 条 件,则 可 得 出 当t ⩾0时 系 统(28)在

5K2α2b2αβC2
1-βΓ

2(β+1)
(2αβ-1)Γ2(αβ+1)(1-K‖(-A)-β‖)

+K‖(-A)-β‖ <1的条件下存在唯一的粘性解.

4 结 论

本文讨论了一类具有分数Brown运动的分数阶中立型随机微分方程.运用逐步逼近法给出了非Lips-
chitz条件和弱化的线性增长条件下粘性解的存在性和唯一性的充分条件,其中Lipschitz条件视为其特殊

情形.并通过具有分数Brown运动的随机非线性波动方程的应用验证了理论的有效性.本文的方法避免了使

用较强的Lipschitz条件,对于研究随机非线性系统的解的存在唯一性较为有效.该方法亦可用于讨论时滞

中立型随机微分方程解的存在唯一性和稳定性,为研究其他中立型随机微分方程提供了理论依据.
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Existenceanduniquenessofsolutionstofractionalneutralstochastic
differentialequationswithfractionalbrownianmotion

LiGuoping1,HanTing1,2

(1.XinhuaCollege,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China;
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  Abstract:Inthispaper,weconsideraclassoffractional-orderneutralstochasticdifferentialequationswithfractional
BrownianmotionbyusingpicardstepbystepinaHilbertspace.Anovelsufficientconditionfortheexistenceanduniquenessof
mildsolutionsisobtainedinconditionsofthenon-Lipschitzconditionandtheweakenedlineargrowth.Theresultgeneralizesa
fewpreviousknownresults.AnapplicationtothestochasticnonlinearwaveequationwithfractionalBrownianmotionisgiven
toillustratethevalidityoftheobtainedtheory.

Keywords:fractionalstochasticdifferentialequations;fractionalBrownianmotion;mildsolution;existenceandunique-
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