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基于优势关系的多粒度Pythagorean模糊
粗糙集的粒度选择方法
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(河南师范大学 计算机与信息工程学院;智慧商务与物联网技术河南省工程实验室,河南 新乡453007)

摘 要:在Pythagorean模糊粗糙集的基础上,结合优势关系与多粒度,提出了一种基于优势关系的多粒度

Pythagorean模糊粗糙集模型,并对其进行研究.首先给出了优势关系的Pythagorean模糊粗糙集、Pythagorean模糊

熵概念,讨论其性质,然后定义了在乐观、悲观下的优势关系的多粒度Pythagorean模糊粗糙集4种模型,以及Py-
thagorean模糊贴近度,并证明了其性质,设计了其最优粒度选择算法.通过遂昌金矿优化采矿的案例,对该模型进行

了分析,验证了其有效性.
关键词:优势关系;Pythagorean模糊集;多粒度粗糙集;模糊熵;贴近度

中图分类号:O159      文献标志码:A 文章编号:1000-2367(2025)03-0079-09

1982年,PAWLAK[1]最早提出了粗糙集理论,是一种描述不精确、不完整和不确定性的数学工具,自粗

糙集提出以来,针对不同的要求对其进行了推广,如:决策理论粗糙模糊集[2]、变精度粗糙集[3]、概率粗糙

集[4]、基于优势的粗糙集方法[5-7]、多粒度粗糙集[8]等,已在机器学习、数据挖掘等领域得到广泛应用.经典

粗糙集及其多数的拓展模型均为单粒度,这不足以处理复杂而庞大的数据,所以从多层次和多角度对复杂模

糊问题进行分析处理显得尤为重要.因此,QIAN等[9]将粗糙集理论与粒计算思想相结合,提出了多粒度粗

糙集,以弥补原始粗糙集中的缺陷.在粗糙集中通常将等价关系作为二元关系进行等价类的划分,但是由于

等价关系过于严格限制了粗糙集的应用范围.为解决这一问题,众多学者将等价关系进行推广,如周悦丽

等[10]提出了一种基于相容关系的局部多粒度粗糙集模型,ZHAN等[11]提出了基于覆盖的多粒度模糊粗糙

集,刘力凯等[12]提出了基于纠缠关系的变精度优势关系粗糙集模型.
ZADEH[13]提出的模糊集(fuzzyset,FS),用隶属度来描述元素属于某个集合的程度,突破了经典Can-

tor集合“非0即1”的限制,模糊集增强了表达不确定信息的能力,为研究不精确信息提供了一个新的途径.
但是该理论不能同时描述支持和反对的态度.ATANASSOV[14]提出了直觉模糊集(intuitionisticfuzzyset,

IFS),该理论同时考虑了隶属度μ(x)与非隶属度ν(x),表达了对事物的支持和反对,可以更全面地包含决

策信息,在直觉模糊集中,隶属度μ(x)与非隶属度ν(x)满足0⩽μ(x)+ν(x)⩽1的限制条件,随着决策情

况的不确定性增加,隶属度与非隶属度的取值范围不再满足于现状,当隶属度与非隶属度之和大于1的时

候,直觉模糊集无法刻画此问题,为此,YAGER[15]提出毕达哥拉斯模糊集(Pythagoreanfuzzyset,PFS),与
直觉模糊集相似,但是Pythagorean模糊集的条件相对宽泛,这使得Pythagorean模糊集比直觉模糊集更具有普
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1,显然Pythagorean模糊集比直觉模糊集更好处理实际问题中的模糊性,Pythagorean模糊集一经提出就受

到了众多研究者的广泛关注.近年来,研究者对Pythagorean模糊集进行了广泛的研究,取得了丰富的理论

成果,如:宋娟[16]提出了考虑融合算法与交叉熵的Pythagorean决策模型,ZHANG等[17]提出了基于Py-
thagorean模糊集新相似度量的多准则决策方法,丁恒等[18]提出基于Pythagorean模糊幂加权平均算子的

多属性群决策方法,罗静等[19]提出基于风险偏好得分函数和Choquet积分算子的Pythagorean模糊决策方

法,李美娟等[20]提出基于一种新得分函数和累积前景理论的Pythagorean模糊TOPSIS法,范建平等[21]提

出了Pythagorean模糊环境下基于交叉熵和TOPSIS的多准则决策方法,姬儒雅等[22]提出Pythagorean模

糊三支概念格,赵杰等[23]提出了基于优势关系的Pythagorean模糊三支决策模型等等,Pythagorean模糊集

作为直觉模糊集的一种扩展,能更有效地描述不确定信息,在决策问题中得到了较好的应用,因此在

Pythagorean模糊粗糙集理论的基础上结合优势关系与多粒度,提出了一种基于优势关系的多粒度Pythago-
rean模糊粗糙集模型.

综合上述,本文首先阐述了直觉模糊集、Pythagorean模糊集的基础理论以及优势关系的相关知识,然
后定义了Pythagorean模糊熵,讨论了其性质,提出了悲观、乐观的优势关系的多粒度Pythagorean模糊粗

糙集4种模型,并证明其相关性质,最后结合Pythagorean模糊熵、Pythagorean模糊贴近度以及优势关系的

Pythagorean模糊粗糙集,提出了一种粒度选择方法,为决策者在悲观、乐观两种不同情况下提供了最优选择.

1 基础知识

在本节中,详细阐述了直觉模糊集和Pythagorean模糊集的基本定义和运算规则,并回顾了优势关系下

的Pythagorean模糊信息系统.
定义1(直觉模糊集)[14] 设U 为一个非空论域,称I={<x,μI(x),νI(x)>|x∈U}为X 上的一个直

觉模糊集,μI(x),νI(x)∈ [0,1]分别为U 中元素x 属于直觉模糊集I 的隶属度与非隶属度,且满足0⩽

μI(x)+νI(x)⩽1,∀x ∈X.πI(x)=1-μI(x)-νI(x)为U 中元素x 对直觉模糊集I的犹豫度.当一

个I满足对任意x ∈X,μI(x)+νI(x)=1,则I退化为一个模糊集.
定义2(Pythagorean模糊集)[15] 设U 是一个非空论域,则X 上的一个Pythagorean模糊集表示为:

P={<x,P(μP(x),νP(x))>|x∈U},

其中,μP(x),νP(x)∈[0,1]分别表示U 中元素x 关于P 的隶属度与非隶属度,且满足0⩽μ
2
P(x)+ν

2
P ⩽

1,πP(x)= 1-μ
2
P(x)-ν2P(x)表示U 中元素x 关于P 的犹豫度.若p=(μp

,νp
)满足0⩽μ

2
p +ν2p ⩽1,

则称p 为Pythagorean模糊数.
定义3[24] 设β1,β2∈PFS(X),其包含、相等、补、并、交的运算,如下:(1)β1⊆β2⇔∀x∈U,μβ1

(x)⩽

μβ2
(x),νβ1

(x)⩾νβ2
(x);(2)β1=β2⇔∀x ∈U,μβ1

(x)=μβ2
(x),νβ1

(x)=νβ2
(x);(3)~β1={<x,

νβ1
(x),μβ1

(x)>|x∈U};(4)β1∪β2={<x,μβ1
(x)∨μβ2

(x),νβ1
(x)∧νβ2

(x)>|x∈U};(5)β1∩β2=
{<x,μβ1

(x)∧μβ2
(x),νβ1

(x)∨νβ2
(x)>|x ∈U}.

定义4[25] 设a=(μa,νa),b=(μb,νb),c=(μc,νc)为3个Pythagorean模糊数,则运算如下:(1)~a=

(νa,μa);(2)b∪c=P(max{μb,μc},min{νc,νc});(3)b⊗c=P(μbμc,ν2b +ν2c -ν2bν
2
c);(4)b∩c=

P(min{μb,μc},max{νb,νc});(5)b⊕c=P(μ
2
b +μ

2
c -μ

2
bμ

2
c,νbνc).

定义5[26] 设p=(μp,νp)为Pythagorean模糊数,则p 的得分函数为s(p)=μ
2
p -ν2p,其中s(p)∈

[-1,1].
定义6[26] 设ω=(μω,νω),κ=(μκ,νκ)是2个Pythagorean模糊数,它们的序关系如下:(1)如果μω >

μκ,νω <νκ 那么ω >κ;(2)如果μω <μκ,νω >νκ 那么ω <κ;(3)如果μω =μκ,νω =νκ 那么ω=κ.
由于等价关系过于严格,需要满足自反性、对称性和传递性,限制了粗糙集模型的应用范围,因此在Py-
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thagorean模糊集的基础上,将等价关系推广到优势关系,其定义如下.
定义7[26] 设S=(U,A,V,f),∀xi,xj∈U,∀ak ∈A,元素xi,xj 在属性ak 下对应的Pythagorean

模糊数分别为:f(xi,ak)=<μak
(xi),νak

(xi)>,f(xj,ak)=<μak
(xj),νak

(xj)>.
称R⩽={(xi,xj)|f(xi,ak)⩽f(xj,ak),∀ak ∈A}为Pythagorean模糊信息系统上的优势关系,

R⩽ (xi)={xj|(xi,xj)∈R⩽,∀ak ∈A}为元素xi 的优势类,[x]R⩽Ai 为对象X 在优势关系R⩽
Ai

下的优

势类,其中:f(xi,ak)⩽f(xj,ak)⇔μ
2
ak
(xi)-ν2ak

(xi)⩽μ
2
ak
(xj
)-ν2ak

(xj).
熵可以有效度量不确定性信息,定义Pythagorean模糊熵同时考虑隶属度、非隶属度和犹豫度对信息评

价的影响,在本节中定义了新的Pythagorean模糊熵,并证明了其相关性质,以供后续度量最优粒度.
定义8(Pythagorean模糊熵) 设X={x1,x2,…,xn},S为X 上的PFS,则Pythagorean模糊熵如下:

E(S)=
1
2n∑

n

i=1

((1-|μ
2
S(xi)-ν2S(xi)|)+π2

S(xi)). (1)

  性质1 设S,A,B ∈PFS(X),则Pythagorean模糊熵满足如下性质:
(1)E(S)=0当且仅当 ∀xi ∈X,μS(xi)=0或μS(xi)=1;(2)E(A)=E(~A);
(3)E(S)=1当且仅当 ∀xi ∈X,μS(xi)=νS(xi)=0;

(4)∀A,B ∈PFS(X),x ∈X,πA(x)=πB(x),若|μ
2
A(x)-ν2A(x)|⩽|μ

2
A(x)-ν2B(x)|,则

E(A)⩾E(B);
(5)∀A,B ∈PFS(X),x ∈X,|μ

2
A(x)-ν2A(x)|=|μ

2
B(x)-ν2B(x)|,若πA(x)⩾πB(x),则

E(A)⩾E(B).
证明 (1)充分性:∀xi∈X,0⩽μ

2
S(xi)+ν2S(xi)⩽1,那么π2

S(xi)=1-μ
2
S(xi)-ν2S(xi),|μ

2
S(xi)-

ν2S(xi)|⩽1,若E(S)=0,则(1-|μ
2
S(xi)-ν2S(xi)|)+π2

S(xi)=0,则1-|μ
2
S(xi)-ν2S(xi)|=0,μ

2
S(xi)=

1,ν2S(xi)=0或μ
2
S(xi)=0,ν2S(xi)=1,所以,μS(xi)=1或者μS(xi)=0.

必要性:∀xi∈X,μS(xi)=0或μS(xi)=1,则(1-|μ
2
S(xi)-ν2S(xi)|)=π2

S(xi)=0,所以E(S)=0.
(2)∀A ∈PFS(X),A=<x,μA(x),νA(x)>,~A= <x,νA(x),μA(x)>,则(1-|μ

2
A(xi)-ν2A(xi)|)+

π2
A(xi)=(1-|ν2A(xi)-μ

2
A(xi)|)+π2

A(xi),所以,E(A)=E(~A).
(3)充分性:∀xi ∈X,E(S)=1,则(1-|μ

2
S(xi)-ν2S(xi)|)+π2

S(xi)=2,那么(1-|μ
2
S(xi)-

ν2S(xi)|)=1,π2
S(xi)=1.所以,μ

2
S(xi)=ν2S(xi)=0,μS(xi)=νS(xi)=0.

必要性:∀xi ∈X,μS(xi)=νS(xi)=0,(1-|μ
2
S(xi)-ν2S(xi)|)=1,π2

S(xi)=1-μ
2
S(xi)-

ν2S(xi)=1,则(1-|μ
2
S(xi)-ν2S(xi)|)+π2

S(xi)=2,所以,E(S)=1.
(4)由命题条件得1-|μ

2
A(x)-ν2A(x)|⩾1-|μ

2
B(x)-ν2B(x)|,所以,E(A)⩾E(B).

(5)证明过程同(4).

2 基于Pythagorean模糊粗糙集的最优粒度选择

在上述理论基础上,提出了优势关系下的Pythagorean模糊粗糙集,以及乐观、悲观多粒度优势关系的

Pythagorean模糊粗糙集,证明了其相关性质,设计了基于Pythagorean模糊粗糙集的最优粒度选择算法.
2.1 基于优势关系的Pythagorean模糊粗糙集

定义9 设U 为非空有限论域,R⩽ 是U 上的一个优势关系,[x]R⩽ 为所在优势类,∀P∈PFS(U),R⩽

的Pythagorean模糊粗糙集的下近似R⩽ (P)和上近似R⩽ (P)定义为:

R⩽ (P)={<x,μR⩽(P)(x),νR⩽(P)(x)>|x∈U},R⩽ (P)={<x,μR⩽(P)(x),νR⩽(P)(x)>|x∈U},
其 中,μR⩽(P)(x)= inf

y∈[x]R⩽
μp(y),μR⩽(P)(x)= sup

y∈[x]R⩽
μp(y),νR⩽(P)(x)= sup

y∈[x]R⩽
νp(y),νR⩽(P)(x)=

inf
y∈[x]R⩽

νp(y),R⩽ (P),R⩽ (P)分别为P 的优势关系下的Pythagorean模糊粗糙集的上、下近似,(R⩽ (P),

R⩽ (P))被称为P 的优势关系下的Pythagorean模糊粗糙集.
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性质2 优势关系下的Pythagorean模糊粗糙集的性质如下:(1)R⩽ (U)=R⩽ (U)=U,R⩽ (ϕ)=
R⩽ (ϕ)=ϕ;(2)R⩽ (P)⊆P⊆R⩽ (P);(3)如果β⊆λ,则R⩽ (β)⊆R⩽ (λ)且R⩽ (β)⊆R⩽ (λ);(4)R⩽

(~P)=~ (R⩽ (P)),R⩽ (~P)=~ (R⩽ (P)).
证明 (1)由题意可知该公式成立.
(2)R⩽ (P)={<x, inf

y∈[x]R⩽
μp
(y),sup

y∈[x]R⩽
νp
(y)>|x ∈U},P ={<x,μP(x),νP(x)>|x ∈U},由

inf
y∈[x]R⩽

μp
(y)⩽μP(x),sup

y∈[x]R⩽
νp
(y)⩾νp

(x)则,R⩽ (P)⊆P,同理P ⊆R⩽ (P),所以,R⩽ (P)⊆P ⊆

R⩽ (P).
(3)由β⊆λ,得μβ

(x)⩽μλ(x),νβ
(x)⩾νλ(x),则R⩽ (β)⊆R⩽ (λ),同理R⩽ (β)⊆R⩽ (λ).

(4)μR⩽(~ P)(x)= inf
y∈[x]R⩽

μP(y)= inf
y∈[x]R⩽

ν~P(y)=~(~ (inf
y∈[x]R⩽

νp
(y)))=~(sup

y∈[x]R⩽
(ν~p

(y)))=~

(inf
y∈[x]R⩽

νP(y))=μ~ (R⩽(P)),则R⩽ (~P)=~ (R⩽ (P)),同理,R⩽ (~P)=~ (R⩽ (P)).

2.2 优势关系的多粒度Pythagorean模糊粗糙集

定义10 设IS=(U,AT)=(A ∪P,V,f)为一个Pythagorean模糊决策信息系统,U 是一个非空论

域,非空集合A={A1,A2,…,Am}包含m 个属性,R⩽
AI

是Ai 的优势关系,[x]R⩽Ai 是x在关系R⩽
Ai

上的优势

类,∀P ∈PFS(U),其关于Ai 的乐观多粒度Pythagorean模糊粗糙集的下近似和上近似定义分别为:

∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P)={<x,μ

∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)
(x),ν

∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)
(x)>|x∈U},∑

m

i=1
R⩽

Ai

O

(P)={<x,μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)

(x),ν
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)

(x)>|x∈U},

其中,μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)
(x)=∨

m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai
μP(y),ν

∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)
(x)=∧

m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP(y),

μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

O

(P)

(x)=∧
m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai
μP(y),ν

∑
m

i=1
R⩽Ai

O

(P)

(x)=∨
m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP(y).

若∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P)≠∑

m

i=1
R⩽

Ai

O

(P),则称(∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P),∑

m

i=1
R⩽

Ai

O

(P))为乐观多粒度Pythagorean模糊粗

糙集.
定义11 设IS=(U,AT)=(A ∪P,V,f)为一个Pythagorean模糊决策信息系统,U 是一个非空论

域,非空集合A={A1,A2,…,Am}包含m 个属性,R⩽
Ai

是Ai 的优势关系,[x]R⩽Ai 是x在关系R⩽
Ai

上的优势

类,∀P ∈PFS(U),其关于Ai 的悲观多粒度Pythagorean模糊粗糙集的下近似和上近似定义分别为:

∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(P)= {<x,μ

∑
m

i=1
R⩽Ai

I
(P)
(x),ν

∑
m

i=1
R⩽Ai

I
(P)
(x)>|x∈U},

∑
m

i=1
R⩽

Ai

I

(P)= {<x,μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

I
(P)

(x),ν
∑
m

i=1
R⩽Ai

I
(P)

(x)>|x∈U},

其中,μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

I
(P)
(x)=∧

m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai
μP(y),ν

∑
m

i=1
R⩽Ai

I
(P)
(x)=∨

m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP(y),

μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

I

(P)

(x)=∨
m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai
μP(y),ν

∑
m

i=1
R⩽Ai

I

(P)

(x)=∧
m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP(y),

若∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(P)≠∑

m

i=1
R⩽

Ai

I

(P),则称(∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(P),∑

m

i=1
R⩽

Ai

I

(P))为悲观多粒度Pythagorean模糊粗

糙集.
定理1 设IS=(U,AT)=(A∪P,V,f)为一个Pythagorean模糊决策信息系统,U 是一个非空论域,

非空集合A={A1,A2,…,Am}包含m 个属性,R⩽
Ai

是Ai 的优势关系,[x]R⩽Ai 是在关系R⩽
Ai

上的优势类,

∀P ∈PFS(U),关于Ai 的多粒度Pythagorean模糊粗糙集有如下性质.

(1)∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P)= ∪

m

i=1
R⩽

Ai
(P),∑

m

i=1
R⩽

Ai

O

(P)= ∩
m

i=1
R⩽

Ai
(P);
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(2)∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(P)= ∩

m

i=1
R⩽

Ai
(P),∑

m

i=1
R⩽

Ai

I

(P)= ∪
m

i=1
R⩽

Ai
(P);

(3)∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1 ∩P2)=∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1)∩∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P2),∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1 ∪P2)=∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1)∪∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P2);

(4)∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1 ∩P2)=∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1)∩∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P2),∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1 ∪P2)=∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1)∪∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P2);

(5)∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1 ∪P2)=∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1)∪∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P2),∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1 ∩P2)⊆∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P1)∩∑

m

i=1
R⩽

Ai

O
(P2);

(6)∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1 ∪P2)=∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1)∪∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P2),∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1 ∩P2)⊆∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P1)∩∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P2);

(7)∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(~P)=~ (∑

m

i=1
R⩽

Ai

O

(P)),∑
m

i=1
R⩽

Ai

O

(~P)=~ (∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P));

(8)∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(~P)=~ (∑

m

i=1
R⩽

Ai

I

(P)),∑
m

i=1
R⩽

Ai

I

(~P)=~ (∑
m

i=1
R⩽

Ai

I
(P)).

证明 (1)由定义5得:

μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)
(x)= ∨

m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai
μP(y)= ∪

m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai
μP(y),ν∑

m

i=1
R⩽Ai

O
(P)
(x)= ∧

m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP(y)= ∩
m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP(y)

所以,∑
m

i=1
R⩽

Ai

O
(P)=∪

m

i=1
R⩽

Ai
(P),同理,∑

m

i=1
R⩽

Ai

I
(P)=∩

m

i=1
R⩽

Ai
(P).

(2)证明过程同(1).

(3)μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P1∩P2)

(x)= ∨
m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai

μP1∩P2
(y)= ∨

m

i=1
( inf

y∈[x]R⩽Ai

μP1
(y)∧ inf

y∈[x]R⩽Ai

μP2
(y)=∧ (∨

m

i=1

inf
y∈[x]R⩽Ai

μP1
(y),∨

m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai

μP1
(y)),

ν
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P1∩P2)

(x)=∧
m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP1∩P2
(y)=∧

m

i=1
(sup
y∈[x]R⩽Ai

νP1
(y)∨ sup

y∈[x]R⩽Ai

νP2
(y)=∨(∧

m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP1
(y),

∧
m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

νP1
(y)),

则∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P1 ∩P2)= ∑

m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P1)∩∑

m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P2),同理,∑

m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P1 ∪P2)= ∑

m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P1)∪

∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P2).

(4)、(5)、(6)证明过程同(3)相似.

(7)μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(~ P)

(x)= ∨
m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai

μ~ P(y)= ∨
m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai

νP(y)=~ (~ (∨
m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai

νP(y)))=~ (∧
m

i=1

sup
y∈[x]R⩽Ai

μP(y))=~ (μ
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)
(x)),

ν
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(~P)
(x)= ∧

m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

ν~P(y)= ∧
m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

μP(y)=~(~(∧
m

i=1
sup

y∈[x]R⩽Ai

μP(y)))=~(∨
m

i=1
inf

y∈[x]R⩽Ai

νP(y))=

~ (ν
∑
m

i=1
R⩽Ai

O
(P)(x)),则∑

m

i=1
R
⩽

Ai

O
(~P)=~ (∑

m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P)),同理,∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(~P)=~ (∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P)).

(8)证明过程同(7).
2.3 基于优势关系的Pythagorean模糊粗糙集的最优粒度选择

定义12 Pythagorean模糊贴近度是指Pythagorean模糊集相互贴近的程度,贴近度越大表示两个Py-
thagorean模糊集越接近,则Pythagorean模糊集A 和B 的贴近度表示为:

N(A,B)=1-
1
2n∑

n

i=1

(|μ
2
A(xi)-μ

2
B(xi)|+|ν2A(xi)-ν2B(xi)|+|π2

A(xi)-π2
B(xi)|). (2)
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  本节根据上述所定义的Pythagorean模糊熵、Pythagorean模糊贴近度、优势关系的Pythagorean模糊粗

糙集,给出算法,计算基于优势关系的Pythagorean模糊粗糙集的最优粒度选择结果,具体步骤如算法1所示.
  算法1 基于优势关系的Pythagorean模糊粗糙集的最

优粒度选择算法

输入 Pythagorean模 糊 决 策 信 息 系 统 PFS = (U,

AT,V,f),A = {A1,A2,A3,A4},

输出 最优粒度Γ
步骤1 根据定义9计算优势关系的Pythagorean模糊

粗糙集的上、下近似 (R⩽ (P),R⩽ (P));

步骤2 计算􀭺R
⩽

A1
⊕R

⩽

A1
,􀭺R

⩽

A2
⊕R

⩽

A2
,􀭺R

⩽

A3
⊕R

⩽

A3
,

􀭺R
⩽

A4
⊕R

⩽

A4
;

步骤3 根据定义8计算Pythagorean模糊熵E(S);
步骤4 对步骤3所得的Pythagorean模糊熵进行排

序,得出最优粒度;

步骤5 根据定义10、11计算乐观、悲观多粒度 Py-

thagorean模 糊 粗 糙 集 上、近 似 粗 糙 集:(∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P),

∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P)),(∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I
(P),∑

m

i=1
R
⩽

Ai

I

(P));

步骤6 计算 M =∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P)⊕∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P),N =

∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I

(P)⊕∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I
(P),A1 ⊕M,A2 ⊕M,A3 ⊕M,

A4 ⊕M,A1 ⊕N,A2 ⊕N,A3 ⊕N,A4 ⊕N;
步骤7 根据定义12计算 A={A1,A2,A3,A4}在乐

观、悲观多粒度下的贴近度;

步骤8 根据步骤7中的贴近度,得出乐观、悲观2种

情况下的最优粒度;

步骤9 输出最优粒度.

3 实例分析

遂昌金矿是浙江省最大的国有金矿企业,荣获“全国绿色矿山”“全国矿山节约与综合利用优秀矿山企业

资源”“国家4A级旅游景区”等荣誉称号;目前,该矿面临一些蚀变带矿岩稳定性差,采矿工艺条件差、混凝

土置换矿柱工艺复杂等主要技术问题.因此,为了企业的进一步发展,遂昌金矿决定对矿山进行升级改造,优
化采矿方法,完善配套措施和工作环境,并增加生产能力.经过初步的技术条件分析、工程岩石力学考察和可

采矿性考察,初步选定4种采矿方法.分别是机械化上向水平分层法(A1)、一般上向水平分层法(A2)、上向水平

进路充填法(A3)和收缩充填法(A4),根据文献[27]中数据,则A1,A2,A3,A4 的优势类,如表1所示.
表1 A1,A2,A3,A4 的优势类

Tab.1 A1,A2,A3,A4dominancecategories

优势类 [C1]⩽ [C2]⩽ [C3]⩽ [C4]⩽ [C5]⩽ [C6]⩽ [C7]⩽ [C8]⩽

R
⩽

A1

 

{c1}

 

{c1,c2,c4}

 

{c1,c2,c3,c4}

 

{c1,c4}

 

{c1,c2,c3,c4,

c5,c6,c7,c8}

{c1,c2,c3,

c4,c6,c8}

{c1,c2,c3,c4,

c6,c7,c8}

{c1,c2,c3,

c4,c8}

R
⩽

A2

 

{c1,c4}

 

{c1,c2,c4,c7}

 

{c1,c2,c3,c4}

 

{c4}

 

{c1,c2,c3,

c4,c5,c7}

{c1,c2,c3,c4,

c5,c6,c7,c8}

{c1,c4,c7}

 

{c1,c2,c3,c4,

c5,c7,c8}

R
⩽

A3

 

{c1}

 

{c1,c2,c3,c4}

 

{c1,c3,c4}

 

{c1,c4}

 

{c1,c2,c3,c4,

c5,c6,c7,c8}

{c1,c2,c3,

c4,c6,c8}

{c1,c2,c3,c4,

c6,c7,c8}

{c1,c2,c3,

c4,c8}

R
⩽

A4

 

{c1,c2,c4}

 

{c2}

 

{c1,c2,c3,

c4,c7}

{c2,c4}

 

{c1,c2,c3,c4,

c5,c6,c7,c8}

{c1,c2,c3,

c4,c6,c7,c8}

{c1,c2,c4,c7}

 

{c1,c2,c3,

c4,c7,c8}

3.1 关键步骤及结果分析

步骤1 根据定义9计算优势关系的Pythagorean模糊粗糙集的上、下近似,如表2所示.
步骤2 计算每个粒度下的隶属度与非隶属度,如附录图S1所示.
步骤3 根据定义8计算Pythagorean模糊熵,可得A1、A2、A3、A4 的熵为:0.8832、0.9229、0.8959、0.9234.
步骤4 根据步骤3中Pythagorean模糊熵可得排序结果为:E(A1)<E(A3)<E(A2)<E(A1)得出

最优粒度为:A1,应该选择机械化上向水平分层法对矿山进行升级改造,该结果与参考文献[27]保持一致,说明

了该方法的有效性,但是A2,A3,A4 排序结果不一样,造成这种差异的原因可能是采用了不同的信息融合策略.

步骤5 根据定义10、11,计算乐观、悲观多粒度Pythagorean模糊粗糙集上、近似粗糙集 (∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O
(P),
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∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P)),(∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I
(P),∑

m

i=1
R
⩽

Ai

I

(P)),如表3所示.

表2 优势关系的Pythagorean模糊粗糙集的上、下近似

Tab.2 UpperandlowerapproximationofPythagoreanfuzzyroughsetsfordominancerelationships

上、下近似 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

R
⩽

A1
(0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405)

R
⩽

A1
(0.650,0.405) (0.578,0.463) (0.496,0.506) (0.625,0.428) (0.286,0.753) (0.354,0.695) (0.354,0.695) (0.403,0.645)

R
⩽

A2
(0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.625,0.428) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405)

R
⩽

A2
(0.625,0.428) (0.432,0.600) (0.496,0.506) (0.625,0.428) (0.286,0.753) (0.286,0.753) (0.432,0.600) (0.286,0.753)

R
⩽

A3
(0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405)

R
⩽

A3
(0.650,0.405) (0.496,0.506) (0.496,0.506) (0.625,0.428) (0.286,0.753) (0.354,0.695) (0.354,0.695) (0.403,0.645)

R
⩽

A4
(0.650,0.405) (0.578,0.463) (0.650,0.405) (0.625,0.428) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405) (0.650,0.405)

R
⩽

A4
(0.578,0.463) (0.578,0.463) (0.432,0.600) (0.578,0.463) (0.286,0.753) (0.354,0.695) (0.432,0.600) (0.403,0.645)

表3 乐观、悲观多粒度Pythagorean模糊粗糙集

Tab.3 OptimisticandpessimisticmultigranularityPythagoreanfuzzyroughset

上、下近似 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P) (0.650,0.405)(0.578,0.463)(0.650,0.405)(0.625,0.428)(0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)

∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P) (0.650,0.405)(0.578,0.463)(0.496,0.506)(0.625,0.428)(0.286,0.753)(0.354,0.695)(0.432,0.600)(0.403,0.645)

∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I

(P) (0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)(0.650,0.405)

∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I

(P) (0.578,0.463)(0.432,0.600)(0.432,0.600)(0.578,0.463)(0.286,0.753)(0.286,0.753)(0.354,0.695)(0.286,0.753)

  步骤6 计算M =∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P)⊕∑
m

i=1
R
⩽

Ai

O

(P),N=∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I

(P)⊕∑
m

i=1
R
⩽

Ai

I

(P),A1⊕M,A2⊕M,

A3 ⊕M,A4 ⊕M,A1 ⊕N,A2⊕N,A3⊕N,A4⊕N,如表4所示.计算可得乐观、悲观下的隶属度与非

隶属度,如附录图S2所示.
表4 乐观、悲观下隶属度与非隶属度

Tab.4 Membershipandnonmembershipunderoptimisticandpessimisticconditions

M/N c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

M (0.816,0.164) (0.746,0.214) (0.751,0.205) (0.793,0.183) (0.685,0.305) (0.703,0.281) (0.728,0.243) (0.719,0.216)

N (0.784,0.188) (0.728,0.243) (0.728,0.243) (0.784,0.188) (0.685,0.305) (0.685,0.305) (0.703,0.281) (0.685,0.305)

  步骤7 根据定义12,计算A={A1,A2,A3,A4}乐观、悲观多粒度下的贴近度,可得A1,A2,A3,A4 在

乐观、悲观多粒度粗糙集下的贴近度分别为:0.7207、0.6767,0.6950、0.6357;0.7093、0.7017、0.7216、0.6740.
步骤8 根据步骤7所得,得出乐观、悲观2种情况下的最优粒度,在乐观多粒度下的贴近度排序为:

N(A1)>N(A3)>N(A2)>N(A4),最优粒度为A1,则在乐观多粒度模型下应该选择机械化上向水平分

层法对矿山进行升级改造,最优粒度选择结果与参考文献[27]中的选择保持一致,在悲观多粒度下的贴近

度排序为:N(A3)>N(A1)>N(A2)>N(A4),最优粒度为A3,则在悲观多粒度模型下应该选择上向水

平进路充填法对矿山进行升级改造.
步骤9 输出最优粒度.

3.2 不同方法对比分析

由参考文献[21]中数据为依据,根据上述步骤可得到乐观多粒度下的贴近度分别为:y1=0.604,y2=
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0.789,y3=0.761,y4=0.668,悲观多粒度下的贴近度分别为:y1=0.600,y2=0.775,y3=0.793,y4=0.673.
则不同方法下的排序结果,如表5所示.

表5 不同方法排序结果表

Tab.5 Sortingresultsofdifferentmethods

决策模型 排序结果 最优结果

文献[16](PFGHM(g(t)=ln(2-t)/t))y2>y3>y4>y1 y2

文献[16](PFGHM(g(t)=ln1/t)) y2>y3>y4>y1 y2

文献[21]方法 y2>y3>y1>y4 y2

决策模型 排序结果 最优结果

文献[18]方法 y2>y3>y4>y1 y2

本文乐观多粒度模型 y2>y3>y4>y1 y2

本文悲观多粒度模型 y3>y2>y4>y1 y3

  由表5知,文献[16,18]中方法,得到的结果排序是一样的,而文献[21]所得结果的排序中y1、y4 与文献

[16,18]中排序结果不同,可能是采用了不同的融合算子所导致的,但最优结果都为y2,而本文所提方法在

乐观多粒度模型中,所得结果排序与参考文献保持一致,最优结果也是y2,说明了本文所提模型的有效性与

可行性,本文所提悲观多粒度模型中,排序结果与上述方法都不相同,最优结果是y3,这为决策者提供了不

同的选择,如果决策者偏好保守策略,那么基于“求同排异”的悲观多粒度模型下的最优结果y2 将是最好的

选择,如果决策者偏好激进策略,那么基于“求同存异”的乐观多粒度模型下的最优结果y3 将是最好的选择,
决策者可以根据自己的风险偏好选择这最优选择.

4 结 语

经典的粗糙集理论是建立在等价关系的基础上,等价关系条件过于严格,限制了粗糙集模型的应用范

围,因此在Pythagorean模糊粗糙集模型的基础上,将优势关系与多粒度Pythagorean模糊粗糙集相结合,
构造基于优势关系的乐观、悲观多粒度Pythagorean模糊粗糙集模型,定义了Pythagorean模糊熵、Pythago-
rean模糊贴近度,增加了犹豫度对信息评价的影响,最后通过遂昌金矿实例进行了验证分析,证明了该模型

的有效性,并为决策者在2种不同的情况下提供了最优选择.今后在对信息融合的研究中,将会进一步考虑

属性权重对评价结果的影响.

  附录见电子版(DOI:10.16366/j.cnki.1000-2367.2023.08.24.0001).
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Granularityselectionmethodofmulti-granularityPythagoreanfuzzyroughsetbasedondominancerelationship

XueZhan'ao,YangMengli,XinXianwei,ZhengYu,SunLin

(CollegeofComputerandInformationEngineering;EngineeringLabofIntelligenceBusiness&InternetofThings,

HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

  Abstract:Inthispaper,onthebasisofthePythagoreanfuzzyroughset,combiningdominancewithmultiplegranulari-
ty,amulti-granularityPythagoreanfuzzyroughsetmodelbasedondominancerelationshipwasproposed,forstudying.Firstly
givingtheconceptofdominancerelationshipPythagoreanfuzzyroughsetandPythagoreanfuzzyentropy,discussingtheirprop-
erties,then,fourmodelsofmulti-granularityPythagoreanfuzzyroughsetofdominancerelationsunderoptimismandpessi-
mismaredefined,andforPythagoreanfuzzycloseness,provingtheirproperties,designingtheiroptimalgranularityselection
algorithm.ThroughthecaseofoptimizingmininginSuichangGoldMine,theeffectivenessofthemodelwasanalyzedandverified.

Keywords:dominancerelationship;Pythagoreanfuzzyset;multi-granularityroughset;fuzzyentropy;closenessdegree
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